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ស ៊េរីហ្វរីួសេ 
 

(Série de Fourier) 
 

                                                              
ន ៀវនៅន េះអាចយកនៅផ្សាយ ជាធមមទា បា  - ខ្ញ ុំ អា  តាយគីម  (anntaykim@yahoo.fr)។ 

 

អត្ថបទន េះន ើត្ន ើង  នុងបណំង ឲ្យមា ឯ សារនសេងៗ ជាភាសាខ្មែរ  ឲ្យបា ន្រើ  
ខាងវទិាសាស្ត្រ  ជ រជាខាងគណិត្សាស្ត្រជានជើម  ្្មាប់ជាជ ួំយជល់ ិ្េតិ្ខ្ជល 
្ិ ាអពីំមុមវជិាា ទងំន េះ ។ នជើមន ើយ នៅឆ្ន  ំ២០០៤ មែុបំា ្រន្រអត្ថបទន េះ 
្្មាប់យ នៅបន្ងៀ នោ ្គូអន ្គូ បង្ហា ត់្នៅមជឈមណឌ ល ក្រមង ៉ុយ ្ ុងភ្ននំពញ  
ខ្ត្នោយឱកា្ពំុអ ុញ្ញា ត្ ការបន្ងៀ ន េះ ៏អា ់ខា នៅ វញិ។ នទើបខ្ត្នពលន េះ   
ជាឱកា្លអ ម្ុមំា ន្រ រីរ ីរាយ យ អត្ថបទន េះ ម សាយជានលើ ជបំ ង 
នោយមា នោ ្្ី ហង់ ឆវវីណ័ណ  នៅ្បនទ្បារាងំ ជួយវាយបញ្ច ល នុង ុពំយ ទ័រ។ 
នោយពា យមលេះ នៅនពលខ្ជលម្ុ ំ្ រន្រន េះពុំទ ់មា ខ្្បជាភាសាខ្មែរ  
ម្ុ  ៏ំទុ ពា យន េះជាភាសាបារាងំ្ិ   ។ នបើនោ អន អា នរេះខ្ត្ភាសា អង់នគល្  
ន េះ  ្មនមើលវរ  ុ្ ម បារាំង-អង់គ្លេស្ិ នៅ នជើមបជីាជ ួំយជល់ការព យល់ ។   
 ្មអរគុណ ។ 

 
ម្ុ ំ្ ងឃមឹថា ន្ៀវនៅន េះ អារសរល់្បនោជ ៍មលេះ ជ  នោ អន អា ជាមិ ខា  ។  
                                 ្ង់ន្ៀមា៉ា ណ  ថ្ងៃ ១៥ ឧ្ភា ឆ្ន  ំ២០១៣  
                                                                  អា  តាយ គីម 
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បពវនោគ 
មុ  ឹងនរៀ ពីន្រ  ហីវួ រនីយ គបបនីមើលន ើងវញិ  វ ិយម ័យ  ិងរ មម រមលេះខ្ជល 
 ឹង្តូ្វន្បើ នុងនមនរៀ ន េះ 
 
1 -  ញ្ញា ណ វញតី្ 
នយើងធ្លល ប់ន ើញអ ុគម ៍នលមខ្ជល  ំត់្ពី  R នៅ R  ,  ជ រជា : 

R   
 
    R 

x  
 
    x

2
 : f(x) = x

2
 

 

នៅនពលន េះនយើង ិោយពីអ ុគម ៍ខ្ជល  ំត់្ពី  N  នៅ  R  , អ ុគម ៍ន េះនៅថា  
“ ្វុីត្ថ្ រ ួំ ពិត្” 
      
 
 
ឧទហរណ៍     N   

 
     R 

          n  
 
     u(n) = n

2
 

ប៉ាុខ្ ររនំពាេះ្វុ ីត្នគ  ំត់្្រន្រ  U(n)  ជា   Un   វញិ, ជ នរនេះ  U(n) = n2      នគ្រន្រជា  
Un = n² 
នបើ  n =  1 , 2 , 3 , ....   ន េះនគបា  : 
 

n =  1 ,  u1 = 12 = 1 
n =  2 , u2 = 22 = 4 
n =  3 , u3 = 32 = 9 

........ 

-   រ ួំ    1, 4, 9,  .....   នៅថា្វុីត្ថ្ រ ួំ ពិត្ 
-   នហើយ  u1, u2, u3,  .....  នៅថាតួ្ទី១ , តួ្ទី២ , តួ្ទី៣  ថ្ ្វុ ីត្ 
 
 
 

ជាទ នៅ :  ្វុីត្ថ្ រ ួំ ពិត្ គឺជាអ ុគម ៍នលមខ្ជល  ំត់្ពី  N នៅ R 
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្នងេត្ 
-  នគអារ  ំត់្្វុ ីត្  នោយនអាយតួ្ ខ្ជលនរៀបតាមលោំប់ ពីទី១, ទី២, ទី៣, ....    
រហ ត្ជ រជា : 
     1, 4, 9, 16, .... 

    រមឺ៉ាាងនទៀត្  នោយនអាយតួ្ទី  n  ថ្ ្វុ ីត្ន េះ គឺ un = n2 (រនំពាេះឧទហរណ៍ខាងនលើ) 
-  រនំពាេះឧទហរណ៍ខាងនលើ n ចាប់នសរើមពី ១  នៅ,  រនំពាេះ្វុ ីត្មលេះ n អារចាប់នសរើម 
ពី  ្ យ ៏មា ខ្ជរ 
-   នោយ្នងេប  នគអារ្រន្រ្វុ ីត្ជាពីរខ្បប រនំពាេះ្វុ ីត្ (un)  ខាងនលើ 
នគអារ  ំត់្នោយ : 
     1, 4, 9, 16, .... 

  រ ឺ un = n2  ិង n  1 

តួ្ un នៅថា :  តួ្ទ នៅថ្ ្វុ ីត្  (un) 

 

2  -    ញ្ញាណន រ   ី (notion de série) 

 ិយម ័យ 
    នគនៅថាន្រ  ថី្ ្វុ ីត្ (un)  គឺជាសលប     S = u0 + u1 + u2 + ... + un + .... 

    នោយតួ្  u0, u1, u2, ..., un, ....  មា រ ួំ ជល់  + 

     នបើនគតាងំ  
          - Sn = u0 + u1 + u2 + ... + un  , ន េះ   S  ជាលីមីត្ថ្    Sn   កាលណា n  មិត្ជិត្ + 
          -  un  ជាតួ្ទ នៅថ្ ្វុ ីត្ (un)   ៏ជាតួ្ទ នៅថ្ ន្រ  ខី្ជរ ។ 
ឧទហរណ៏ 
                នគនអាយ un =  

 

 
 n  

                 ន េះន្រ   ី (Sn)  ្្បជាមួយគឺ : 
 

 Sn = 1 + 
 

 
   

 

   + 
 

   + 
 

      + 
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នយើងធ្លល ប់សាា ល់នហើយថា  (un) ជា្វុ ីត្ធរណីមា្ត្ ខ្ជលមា នរ្ុង  
 
,  

នហើយរ បម រ្ រំាប់គណ  Sn គឺ : 
 

           Sn = 
    

   
   នោយ      =  តួ្រុងន្កាយថ្  Sn 

                                                    a =  តួ្ជបំ ងថ្  Sn 
Sn = 

 

     
 

 
  

 

 
    

 =    
 

  
              q =  នរ្ុងថ្ ្វុ ីត្ (q 1) 

 
នបើ    n   +  ,  នគន ើញថា Sn  

ជ នរនេះនគបា  : 
 

    S = 1 + 
 

 
   

 

  
 + 

 

  
 + 

 

  
 +...+  

 

  
 + ... = 2 

 

រ ឺ             
 

      
    

 

្នងេត្   
                 តួ្  un = 

 

   មិ មា អនងរ  x ជាប់ជាមួយនទ នហើយន្រ  ជីាន្រ  ខី្ជលតួ្ ិមួយៗ 
ជារ ួំ  ពវ រ  (nombre arithmétique) 

                ខ្ត្នបើ  un មា អនងរ x ជាប់ជាមួយជ រជា un = ancos nx + bn sin nx, 

ន េះន្រ  ជីាន្រ  អី ុគម ៍  ន្ពាេះ un    ជាអ ុគម ៍នោយមា  x ជាអនងរ ។ 
3 - រូបម តខលេះន អ ញគម ៍ប្ត្នីោណមាប្ត្ 
 

 
 
 
 
 
        (F-3-1) 
 
 
 

 

cos a cos b = 
 

 
 [ cos(a+b) + cos(a-b) ] 

sin a sin b  = 
 

 
 [ cos(a-b) - cos(a+b) ] 

sin a cos b  = 
 

 
 [ sin(a+b) + sin(a-b) ] 

 

cos2x = 
       

 
 

 

sin2x = 
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4 - ន រ  ហី្វួរនីយ 
       នៅ នុងខ្សន នអលិុរ្តូ្ ិរ (électronique)  នបើ្ញ្ញា រ ល  ( signal en entrée )  

តាងនោយអ ុគម ៍មួប, នងរ រ ឺ  ៏នោយ អ ុគម ៍ ្ីុ ុ្  (sinus) រ ឺ  ្ីុ ុ្ 
 (cosinus) ន េះការ្ិ ា្ញ្ញា នរញ  មា ការង្ហយ្្ួលជាង រណីខ្ជលអ ុគម ៍ 
ថ្ ្ញ្ញា រ ល្តឹ្មខ្ត្ជាអ ុគម ៍មួបជាទ នៅ ។  
នហតុ្ន េះនហើយបា ជានគរ វធីិនជើមបបីខំ្ប អ ុគម ៍មួបជាទ នៅ   នអាយនៅជាអ ុគម ៍ 
មួប នងរ,    រ ៏ឺជាអ ុគម ៍្ីុ ុ្ រ ឺ  ្ីុ ុ្ ។  វធីិបខំ្ប ន េះបា ចាប់នសរើមន ើងនោយ 
នោ  ហវួ រនីយ  (baron  FOURIER)  រ្់នៅពីឆ្ន  ំ 1768  ជល់  1837 ។  បា  ័យថា 
នបើ e ជាអ ុគម ៍មួបនោយមា  T ជា្បខ្វងមួយមួប, ន េះនគបខំ្ប  e(t)  ជា : 
 

                    

       

  

   

                               

                                        នោយ   = 
  

 
  ិង n        (2) 

្នងេត្ 
      នៅ នុង (1),   អញ្ញា ត្ គឺ an  ិង bn ខ្ត្រនំពាេះ  មិ ខ្ម ជាអញ្ញា ត្នទ ន្ពាេះនោយ (2) , 

  = 
  

 
,  នហើយ   T   ជា្បខ្វងមួយមួបថ្ អ ុគម ៍មួប e. 

    -  នបើនគអារ្រន្រទ ំ ់ទ ំង (1)  បា ន េះ  នគថានគបខំ្ប ្ញ្ញា  e(t) ជាន្រ   ី
ហវួ រនីយ នហើយ 
   -  an   ិង  bn នៅថា  នមគុណហវួ រនីយ (coefficient de Fourier)  ្្ប ឹងអ ុគម ៍ e 

 

 

5 - គណនានមគញណ an  ងិ bn 
       នយើង្តូ្វចាថំា  e   ជាអ ុគម ៍មួបខ្ជលនគនអាយជាមួយ ឹង T  

ខ្ជលជា្បខ្វងមួយមួប  ថ្ អ ុគម ៍  e នៅនពលន េះនយើង្តូ្វគណ  an  ិង  bn 
ខ្ជលនសទៀងផ្ទទ ត់្ ឹង ្មិការ  (1)  នោយន្បើអ ុគម ៍ e 

  ឹងមួប  T 
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          មុ  ឹងគណ  an  ិង  bn, នគ្ ែត្ថា : 
           1 -  នគអារផ្ទល ្់បរ រ្ញ្ញា ប    ( )   ិង្ញ្ញា   អាងំនត្្កាល  () 
           2 -  b0  = 0 នៅ នុង  (1) 

            ជ នរនេះ  e (t)  អារ្រន្រជា  : 

 

           

  

   

                               

 

 

            3 -   នយើង្ ែត្យ រន ល េះ  I ្បខ្វងមួយមួប  ឧទហរណ៍ជ រជា : 
                        I = [0, T]     ខ្ត្នយើង ៏អារយ  
                    I = [, + T]  ខ្ជរ,   នោយ   R 

5.1  គណ នមគុណ   a0 

            នោយយ អាងំនត្្កាល,  (3)   នៅជា : 
 

       
 

 

         
 

 

        
 

 

              
 

 

          

  

   

 

 

              ខ្ត្      
           

 

  
          

    
 

  
        

 

 

 

 

 
           នោយ  (2),     

  

 
  ជ នរនេះ : 

 

            
  

 
              

           ជ នរនេះ  
                    

 

 

 

           នហើយ 
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     ជ នរនេះ   
                     

 

 
 

 
 រ រ្នងេត្ថា n  ្តូ្វធជំាង  ្ យ ន្ពាេះមា នមគុណ   

  
  នៅ នុង ន ាមអាងំនត្្កាល    

  នោយ ្នងេបនៅ        
 

 
 នៅ្ល់ខ្ត្ : 

 

          
 

 
        

 

 
       

 
 
       

 

ជ នរនេះនយើងបា  
 

       
 

 
       

 

 
 

 
រណំា ំ
            រនំពាេះអ ុគម ៍ sinus  ិង  cosinus , អាងំនត្្កាល្បខ្វងមួយមួបមា ត្ថ្មល្   យ : 
 
 
 
 
 
 
 

      5.2 គណ  an (n  1) 
            នោយគុណ  (3)    ឹង  cos pt (p  1)  ,  នគបា  : 

                       

  

    

                                   

 

            នោយនធវើអាងំនត្្កាលពី 0 នៅ  T, នគបា  : 
                  

                        
 

 

     
 

 

 

             
 

 

              
 

 

 

             នោយ k   1 នហើយ k   N  ិង =    
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នោយ        
 

 
   = 0  (នមើលរណំា ំ),    ន េះនយើងអារ្រន្      

 
 
 
                                                                                          
          នជើមបគីណ  In  រ ឺ Jn នយើងន្បើរ បម រ §3 នហើយនយើងបា  : 

     
 

 
                           

 

 
    

 

       
 

 
                             

 

 

 

 
  

 

            រនំពាេះ  n  p នយើងបា ជឹងរួរម នហើយថា   ( នមើលរណំា ំ) 
               

 

 

  ិង               
 

 

   

         

             រនំពាេះ n = p 
              

 

 

              
 

 

 

                     
 

 

 

 

 

 

     ន្ពាេះ         

 
           ជ នរនេះ  
 
 
 

 
                         

 

 
         

             
 

 

 

 
                                 (នោយរ បម រ §3) ,  រ ឺ   

   
 

 
                            

 

 

 

 

  

                 ន្ពាេះ          
 

 
        នោយរណំា ំ 

    

 
 

   នបើ                         
 

 

 
  នបើ              

 

 

  

 

(5) 

      
                                      

  
 

 
  នោយ 

                       
 

 
  ិង               

                    
 

 
 

 
 

(4) 
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  ិង                  នបើ
 

 

                       

 

          នោយ្នងេប,  (4)  នៅជា : 
              

 

 

      
    

     

 

    

    

                                           
     

     ន្ពាេះ           

 

            
 

 
        នោយ      

 

 

 

 

 
      

5.3 គណ  bn (n 1) 
           នជើមបរី  bn  នយើងន្បើរនបៀបជ រ § 5 . 2 ខ្ត្នយើងគុណ e(t)នោយនមគុណ sin pt 
នៅទីបញ្ច ប់នយើងបា  : 
 

    
 

 
                          

 

 

 

 

                    ្តូ្វចាថំា :  b0  = 0 

                នោយន្បើ : 
                            

 

   

 

 

                                                        

 

   

 

              នោយយ អាងំនត្្កាល : 

ជ នរនេះ         
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      =             
        នោយ         

 

 
 dt = 0    ិង   

                                                                                 
 

 
,                         

 

 
                                                                                                                                                       

.  
ជ នរនេះ នយើងបា  : 

                                
 
 
 
 
 

         
នោយន្បើរ បម រ §3  ិងរណំា,ំ នគបា  :        
   =   

 
                              

 

 
 t 

       =   
 
                            

 

 

 

 
    = 0 

                       
 

 

 
=  

 
                                 

 

 
 

=   
 
                      

 

 

 

 
            

=   
 
              

 

 
  ,  នោយ                  

 

 
(ន្ពាេះ   

  

 
 

នហើយកាលណា t =T ,     
  

 
    = 2  )                                                                                                                                      

 

   ជ នរនេះ :              នបើ  n        នោយ រណំា ំ 

នបើ n = p នយើងបា          =  
 

 
       

 

 
=  

 

 
 T   (ន្ពាេះ  cos 0 = 1) 

 
 

     
 

 
                         

           នោយ 
                      

 

 
,                                                                                                                                                           

                       
 

 
 . 
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ជ នរនេះ     =   
                           នបើ    

 

 
នបើ     នហើយ     

 

 

        ;    ិង       =  0,        
 
 

  នោយ (6) , 

                
 

 

                        
     

   

 

                                   =                (នោយ       ) 
                                   =       +           

    
 ,  ខ្ត្     = 0     រនំពាេះ n     ជ នរនេះ 

     
 

 
            =      . 

 

   
      =>      =  

 

 
.      

 

 
           

 
 

នបើ្នងេបនៅនយើងបា  : 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

្នងេត្ : 
             នជើមប ី្ ្មកល នុងការគណ អាងំនត្្កាល In  ិង Jn 
នយើងបា យ រន ល េះ្បខ្វងមួយមួប  ពី  ្ យនៅ T 
ខ្ត្នយើង ៏អារយ រន ល េះ  [,+T ]   ៏បា ខ្ជរ  នហើយលទធសលនមគុណ a0, an  ិង bn 

 ៏នៅខ្ត្ជខ្ជល,  ន្ពាេះថាពី  នៅ +T  ្បខ្វងនៅខ្ត្មួយមួបជខ្ជល   នពាលគឺ : 
 
 
 

 
  
 
 
 
 

 

   =  
 

 
         

 

 
 ;      = 0 

   =  
 

 
                     

 

 
    =  

 

 
.      

 

 
           

នោយ :   =   

 
   ិង  n 𝜖      ( n   1) 

(7) 

   =  
 

 
         

   

 
 ;      = 0 

   =  
 

 
                     

   

 
    =  

 

 
.      

   

 
           

នោយ :   =   

 
 ,  𝜖     ិង  n 𝜖      ( n   1) 

 

(8) 



Séries de Fourier – ANN Tay Kim- Mai 2004 - អត្ថបទន េះក៏មា ផ្សាយតាមប្បព ធ site internet : www.btkhmer.com ដែរ 

 Page 12 
 

          -   នគន្បើរ បម រ (8)  នៅនពលណាខ្ជល e ជាអ ុគម ៍ គ  រ ឺជាអ ុគម ៍ន្្  
នៅនពលន េះនគយ     

 

 
 

       -   នជើមបរី រ បម រ (8)  ្តូ្វ្ត្ ប់នៅរ  ័យនជើមរប្់     នៅ §5.2   ិង  §5.3 

នោយគណ  អាងំនត្្កាល 
មិ ខ្ម ពី  0 នៅ  T ន េះនទ   ខ្ត្ពី  នៅ +T វញិ  ។  នោយ §5.2  នយើងមា  : 

       
 

 
                             

 

 

 

 
  

នៅជា : 
     

 

 
                             

   

 

   

 
  

ប ទ ប់ម  លទធសលឯនទៀត្ ៏ខ្សអ ខ្ត្នៅនលើ រណំានំៅ §5.1ទងំអ្់,   

ជ នរនេះនជើមបបី ្សាយ  វរ បម រ (8) ខាងនលើ  
នយើង្ា ់ខ្ត្សរ រអាងំនត្្កាល  ថ្ រណំានំ េះ  ពី  ្ យ  នៅ  T ម ជាពី  នៅ  ( +T ) 
វញិ ,   នពាលគឺ :   
     
 

      រណំា ំ- 1 

 
 
 
 
 
 
 

្តូ្វបង្ហា ញថា :                     
   

 
  

 

             
   

 

 

  
           

   

 
                                                                                

      = 
  

  
 [                     

                              = 
  

  
 [     

  

 
           

  

 
   

                              = 
  

  
 [      

  

 
    

  

 
         

  

 
   

                               = 
  

  
 [      

  

 
               

  

 
   

    = 0     នោយ       
  

 
              

  

 
   ។ 

 

             
   

 

              
   

 

 

             នោយ   𝜖    𝜖       ិង =    
  

 
 

 

(9) 
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្តូ្វបង្ហា ញថា :                     

   

 
  

 

             
   

 

 

  
         

   

 
                                                                 

      = 
 

  
 [                     

                              = 
 

  
 [     

  

 
           

  

 
   

                              = 
 

  
 [      

  

 
    

  

 
         

  

 
   

                               = 
 

  
 [      

  

 
               

  

 
   

    = 0     នោយ       
  

 
              

  

 
   ។    

  ជ នរនេះ   នយើងបា រ បម រ (9) ខាងនលើន េះនហើយ ៕  
 
 

6 -បកប្ាយតាមនផ្សៃប្កឡាពជិគណិត្ន ដខែនោង 
       នោយនមគុណហចួ រនីយ  ជាអាងំនត្្កាល  ំត់្ពី  នៅ  (+T) ថ្ អ ុគម ៍មួប (T  

ជា្បខ្វងមួយមួប) 

ន េះនយើងអារប ្សាយរ បម រមលេះនោយន្បើថ្សទ្  ឡា  មណឌ នោយខ្មេនកាង,  អ េ ot,  
ប ទ ត់្្មិការ t=  ិង t= +T 

 

         នយើងជឹងនហើយថា,   ជាទ នៅ,    មា ត្ថ្មលន្ែើ ឹងថ្សទ្  ឡាពិជគណិត្   
S1 + S2 + S3 

- នៅរន ល េះ [, a], នោយ f(x)  0, ន េះថ្សទ្  ឡា S1 0 
- នៅរន ល េះ [a, b], នោយ f(x)  0, ន េះថ្សទ្  ឡា S2 0 
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- នៅរន ល េះ [b, ], នោយ f(x)  0, ន េះថ្សទ្  ឡា S3 0 
 

6-1   ឧទហរណ៍ 

 
       នយើងជឹងថា : 

-      
  

 
.dt = S1 + S2 +S3 + S4 

        នយើងន ើញថា : S1 + S2   0,   S3 + S4 0 

       នោយ |S1 + S2| = |S3 + S4| ,  ន េះ S1 + S2 + S3 + S4 = 0 

        នហើយ : 
-      

 

 
    

 

 

.dt = S2 + S3 +S4+S5 

 នយើងន ើញថា :        S2   0, S3  0,  S4 0, S5 0 

     នោយ |S2| = |S3| = |S4| = |S5|,  ន េះ  S2 + S3 + S4 +S5 = 0 

      
 
 
 
 
  

        
 

 

 
 

 

  =  S’4 + S1   
នយើងន ើញថា : S’4  S1  0 

នោយ | S’4| = |S1|, ន េះ S’4 + S1 = 0 

        
 

 

 
 

 

  = 0  ,  
ជ នរនេះនហើយ ជាទ នៅ    
    - ្ និោា   - 1           

                                                                        

ជ នរនេះ    :      
  

 
.dt   =            

 

 
    

 

 

  

អាងំនត្្កាល្បខ្វងមួយមួបមា ត្ថ្មល នៅជខ្ជល  
 

(10) 

នបើ     ជាអ ុគម ៍ន្្,              
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             នយើងន ើញថា :     
           S’1  0, S1  0  ិង  S’1 = S1   
                ជ នរនេះ    
S’1 + S1 = 2.S1  =>       

 
 

 

  
.dt   = 2     

 
.dt 

  ជ នរនេះនហើយ ជាទ នៅ    
    - ្ និោា   - 2           

      
 
្បតិ្បត្រ ិ    នយើងយ លទធសលទងំន េះម អ ុវត្ថិនលើ  ន្រ  ហីវួ រនីយ  នយើងបា ជឹងថា : 
e(t)  =     +                             (   )  

នោយ 
                            =  

 

 
         

   

 
 ;      = 0 

                            =  
 

 
                     

   

 
    =  

 

 
.      

   

 
           

6.2 នបើ e ជាអ ុគម ៍គ   នយើងរង់បង្ហា ញថា    = 0   n  1   
           ន្ពាេះនោយ (   ) ,  នបើ  e(t)   ជាអ ុគម ៍គ ន េះ 
                             +                          

នបើ     ជាអ ុគម ៍គ ,                         
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 ខ្ជលន្ែើ ឹង  e(t)    ៏្តូ្វជាអ ុគម ៍គ ខ្ជរ ,  ខ្ត្នៅ នុង ន ាមន េះមា ខ្ត្         
នទខ្ជលជាអ ុគម ៍គ  ,  រនំពាេះ         វញិ,   វាជាអ ុគម ៍ន្្ ។  ជ នរនេះនជើមប ឹីង    
(   )   នសទៀងផ្ទទ ត់្ន េះបា   លុេះ្តាខ្ត្  
         = 0  ។  នោយនហតុ្ថា        ពុំអារ  ្ យជា ិរចន េះនទ ,  ន េះមា ខ្ត្       
ខ្ជលន្ែើ ឹង  ្ យ,   ន េះនបើនយើងរេិះគិត្តាមការ្មនហតុ្្មសល ។  
នោយថាគណិត្សាស្ត្រ    ្តូ្វខ្ត្បង្ហា ញនអាយន ើញរា្់   ន េះនយើងគណ នមគុណ   
     ន េះខ្ត្មរង : 
    =  

 

 
.      

   

 
           

 

      e(t)  អ ុគម ៍ គ                     
             អ ុគម ៍ ន្្ 

 

        ន្ពាេះថា 
(F2)  e(t) អ ុគម ៍ គ                             e(t) = e(-t)              
                អ ុគម ៍ ន្្                              
នបើ   f(t) = e(t)        
ន េះ f(-t) = e(-t)             
               =  e(-t).           
                  = e(t)(-       )  នោយ (F2) 
             =  - e(t)          
                = - f(t) 
នោយ្នងេប : 
                   នបើ f(t) = e(t) sin nt , នយើងន ើញថា  f ( - t ) = - f ( t) ,   ជ នរនេះ f 
ជាអ ុគម ៍ន្្ 
    =  

 

 
.      

   

 
           

 

e(t)         ជាអ ុគម ៍ន្្ 
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       =  
 

.      
 

 

 
 

 

            នោយ  (10) 
       = 0    (នោយ ្ និោា  -2 ,       

 

 

 
 

 

           = 0) 
 
្ និោា  -3 

                    នបើ e ( t )  ជាអ ុគម ៍គ  
e(t) =    +               
មា៉ាងនទៀត្ ,  e(t)  អ ុគម ៍គ  
   =  

 

 
                  

   

 
 

នោយ  e(t)cos nt ជាអ ុគម ៍គ ខ្ជរន េះ  នយើងអារ្រន្រ   នោយ ្ និោា  -2      : 

   =  
 

 
                    

 

 
 

 
        

        =  
 

 
                  ិង   

 

 
 

 

   =  
 

 
        

 

 
 

 
 
 
     
 
 
 
 

 6.3 លហំាត់្ 
            រ របង្ហា ញថា : នបើ  e(t)  ជាអ ុគម ៍ន្្ 
            1er /  a0  = 0     ិង  an  = 0  n 1     

                2è /  e(t) =               

                3è/           =  
 

 
                   

 

 
 

 

            

               (រ រ្នងេត្ថា  a0  ខ្ជលជារ ួំ ពិត្   អារចាត់្ទុ ជា  អ ុគម ៍គ    ៏បា ខ្ជរ   គឺ  
អ ុគម ៍នងរ   ) 
 

         =  
 

 
                  ិង   

 

 
 

 

 

   =  
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7 - ឧទាហ្រណ៍ 
    7.1  ឧទហរណ៍ -1 

          នគឲ្យអ ុគម ៍ f មា មួប T  = 2,    ំត់្នោយ 
        f(t) = t នបើ t  [0, 2 [ 

           )   នៅ នុងត្រុំយ  អរត្   ណាល   (O,          ) 
     រ រគ រខ្មេនកាងត្ណំាង  អ ុគម ៍  f  នោយ រំតិ្ខ្ត្   នុងរន ល េះ  [ -4 , +4 ]  
            ម )    រ ររ នមគុណ  ហវួ រនីយ    a0 ,  an , bn    ៕ 
                                        
     
  ) 

              

   ្នងេត្ 
        នោយ f ជាអ ុគម ៍មួប  នហើយមួយមួប  T  ្បខ្វង 2 
ន េះនយើង្ង់្កាបថ្ អ ុគម ៍ f ខ្ត្មួយមួប 
         គឺនលើរន ល េះ [0, 2] , ប ទ ប់ម នយើង្ា ់ខ្ត្រ ិំល្កាបន េះនៅខាងសារ  ំ 
ន្ែើ ឹងវុរិទរ័                   
         នជើមប ឹីងបា ្កាបនលើរន ល េះ [2, 4 ]  នហើយ ឹងរ ិំលនៅខាងនឆវងន្ែើ ឹង  វុរិទរ័  
         
         នជើមប ឹីងបា ្កាបនលើរន ល េះ [-2, 0] ,  ជល់បា ្កាបនៅ នុងរន ល េះ  [-2, 0]                 

           នយើងរ ិំល្កាបន េះប រនៅនទៀត្   នជើមបបីា ្កាប នុងរន ល េះ  [-4, -2] . 
 
         ម )   នោយ f មិ ខ្ម ជាអ ុគម ៍គ   រ ឺ ន្្   ន េះនយើងន្បើរ បម រ  (7 ) ថ្   §5  

នជើមបរី   a0 , an   ិង  bn ។ 
             T = 2  

(G1) 
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នោយ     
  

 
   ន េះ      

 
 

   =  
 

 
         

 

 
  =  

 

  
       

  

 
  =  

 

  
 
  

 
   

 
 

 

      =  
 

  
  

     

 
 =   

   

  
  =   

 

 

   =  
 

 
                   

 

 
= 

 

  
                

  

 
 

      

           = 
 

 
                

  

 
  

 

     នោយន្បើអាងំនត្្កាលនោយខ្សន  ,   នយើងោ ់ : 
 u = t    =>  du  = dt 

dv  =               =>    v = 
 

 
     ,    ជ នរនេះ      នៅជា : 

   =  
 
 [    

 
        

 
  -    

 

  

 
        ] 

      =  
 
[2 

 

 
        +  

  
         

 
] 

       =  
 
[  

  (       -     )]  = 0 
    =  

 

 
.      

 

 
            = 

 

  
  

  

 
            

       =  
 

 
  

  

 
          ,  នោយន្បើអាងំនត្្កាល នោយខ្សន    : 

    u = t    =>  du = dt 

    dv =           => v = - 
 

 
      ,         នៅជា : 

    = 
 

 
 [     

 
        

 
  -     

 

  

 
        ] 

       = 

 
 [     

 
        

 
  +  

 
   

 
        

 
 ] 

     =   
 
 [  2  (  

 
          +  

  
         ]                           

          =  
 

 
   [   

   

 
 ]  =  - 

 

 
 

 

                  ជា្នងេបនៅ :       =   នហើយ    =0,         
 

 
  ,       

 ជ នរនេះ 
     f(t)  =      +                               នៅជា  

     t =     -  
 

           ) 
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 (E1) 

 
 
   ការ្នងេត្ 
រ បម រ (E1) បង្ហា ញថា អ ុគម ៍  f(t) = t     ិង  g(t) =    - 2   

          ,  ន្ែើាន   
ជ នរនេះ ខ្មេនកាង ថ្ អ ុគម ៍ទងំពីរ ៏្តូ្វជ រាន ខ្ជរ ។ ខ្ត្នោយ g(t) បា ម ពីការ 
បខំ្ប ជាន្រ  ហីវួ រនីយ  នហើយ ន្ែើ ិង f(t) កាលណា n នៅជិត្ +   នយើង្ា ់ខ្ត្នមើល 
ទ្មង់ខ្មេនកាងរប្់ g(t) ន េះ ន្បៀប ិង ខ្មេនកាង រប្់ f(t) រនំពាេះ រ ួំ មលេះរប្់ n 

ទុ ជ រជាការន្បៀបនធៀបត្នៅន េះ៖ 

g(t) =    - 2  
 

            

 / នបើ រំតិ្  n = 1, នគ្រន្រ       g(t) =    – 2 [ 1/1. sin(t)  +    

           ] 
              =    - 2sin(t)  + ( -  

 

           )  
                                                  = g1(t)  +  R1(t) , នោយ  
   g1(t) =    - 2sint    ិង R1(t) = -  

 

          )  (R1(t) គឺខ្សន ្ណំល់រប្់ g(t)) 
ម/ នបើ រំតិ្  n = 2, នគ្រន្រ       g(t) =    – 2 [ 1/1. sin(t) + ½.sin(2t)  +    

           ] 
                                                  = g2(t)  +  R2(t) , នោយ  
g2(t) =    - 2[sin(t) + ½.sin (2t)]  ិង  R2(t) = -  

 

            (ជាខ្សន ្ណំល់រប្់ g(t)) 
គ/ នបើ រំតិ្  n = 3, នគ្រន្រ  
  g(t) =    – 2 [ 1/1. Sin(t) + ½.sin(2t)+1/3.sin(3t)  +    

           ] 
        = g3(t)  +  R3(t) , នោយ  g3(t) =   – 2[sin(t) + (1/2)sin(2t) +(1/3)sin(3t)]  ិង  
                                           R3(t) = -   

               (គឺខ្សន ្ណំល់រប្់ g(t)) 
នយើងជិងនហើយថា f  ជាអ ុគម ៍មា មួប T= 2    ំត់្នោយ            នបើ      [0,2 [  

ជ នរនេះនយើងសា សាង ខ្មេនកាងរប្់ f   ិង g ខ្ត្ នុង្បខ្វង មួយ មួបៗ  ជ រខាងន្កាមន េះ ៖ 
 

 

   t   =    - 2   

             ,     នបើ្ិ ជាន្រ  ហីវួ រនីយមា   ។ 
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នយើង្នងេត្ន ើញថា កាលណា n  កា ់ខ្ត្ធ ំ ពំ ល (អបបបរមា)ខ្មេនកាង កា ់ខ្ត្មិត្ជិត្ 
គល់ O ថ្ ត្រុំយ   (O,    ,    )  ន្ពាេះថា f(0) = 0  ជ នរនេះ g(0)  ៏្តូ្វមិត្នៅជិត្  ្ យ ខ្ជរ 
កាលណា n  មិត្ជិត្អ  រ ។ មា៉ាងនទៀត្ ខ្មេនកាង g(t)  ៏ ឹងមា ទ្មង់កា ់ខ្ត្ជ រ 
ខ្មេប ទ ត់្រប្់ f(t)= t  ។ 

ខាងន្កាមន េះ  ជាខ្មេនកាង រប្់ g(t) នោយ n = 17   

f(t) = t 

g3(t) 

g2(t) 

g1(t) 
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      Figure-G01 

តារាងត្ថ្មលថ្ អ ុគម ៍ : f(x) = x,   

g(x) =   - 2[sin(x )+ 1/2 .sin(2x)  + 1/3.sin(3x) +  ….+1/17.sin(17x)]   (n = 17)       

h(x)  = 2   

Tableau des valeurs des trois fonctions f, g, h des courbes  de Figure-G01 

X f(x) g(x) h(x)  x f(x) g(x) h(x) 

-10 -10,000 2,602 6,283  0 0,000 3,142 6,283 

-9 -9,000 3,620 6,283  1 1,000 1,020 6,283 

-8 -8,000 4,553 6,283  2 2,000 1,938 6,283 

-7 -7,000 5,406 6,283  3 3,000 2,965 6,283 

-6 -6,000 0,308 6,283  4 4,000 4,039 6,283 

-5 -5,000 1,197 6,283  5 5,000 5,087 6,283 

-4 -4,000 2,244 6,283  6 6,000 5,975 6,283 

-3 -3,000 3,318 6,283  7 7,000 0,878 6,283 

-2 -2,000 4,345 6,283  8 8,000 1,730 6,283 

-1 -1,000 5,263 6,283  9 9,000 2,663 6,283 

 0,000 3,142 6,283  10 10,000 3,681 6,283 

្នងេត្ 
នោយតារាងន េះ នយើងន ើញថា f(0) = 0  ខ្ត្ g(0) = 3,142 នហតុ្អវីបា ជា f(0)  ិង g(0) 

មា ត្ថ្មលមុ្ាន ន្រើ នមលេះ នហើយខ្បរជាមា ត្ថ្មលជិត្ាន វញិ កាលណា x   0 ?  ន េះម ពី 
f ជា អ ុគម ៍នោត្ ្ត្ង់  x =  0  (រ រ នំភ្លរថា  f  ជាអ ុគម ៍មួប មួយមួប  = [0, 2     )។ 

f(x) = x 

g(x) នោយយ  n = 17 

h(x) = 2  
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7. 2  ឧទហរណ៍ -2 
                   នគនអាយ្ញ្ញា ខ្ជលគរំ នោយ អ ុគម ៍  f  មា មួប្បខ្វង 2,    ំត់្នោយ : 
  f(t) = sin(t) នបើ t  [0, [ 

  f(t) = 0        នបើ t  [, 2[ 

                   1 )    រ រគ រនៅ នុងត្រុំយ អ័រត្   ណាល ( orthogonal ) ខ្មេនកាងត្ណំាង  f  
 នុងរន ល េះ  
[-3, +3]  
                  2 )     គណ នមគុណហវ រនីយ  (coefficients de Fourier ) ថ្ អ ុគម ៍ f 
                                        ____________________________________________________ 
 
       

 

  ជ រជា ឧទហរណ៍-1   ខ្ជរ     នយើង្ា ់ខ្ត្គ រ្កាប្បខ្វងមួយមួប   គឺនលើរន ល េះ [0, 2 

[, 

  ប ទ ប់ម នយើងរ ិំល្កាបន េះនៅខាងសារ  ំរ ឺខាងនឆវង (ខ្ត្នលើ ន េះ ្កាបពី មួយមួប 
នៅ មួយមួប ្ុទធខ្ត្ជាប់ាន រហ ត្ មិ ខ្ម ោរ់ ជ រឧទហរណ៍-1   ន េះនទ ) 
2/  T = 2   នោយ     

  

 
   ន េះ      

 
 

   =  
 

 
         

 

 
  =  

 

  
         

  

 
  =  

 

  
          

 

 
  +          

  

 
] 

      =  
 

  
            

 

 
  (ន្ពាេះថា  f(t) = 0 នៅរន ល េះ [      )  

=  
 

  
          

 
  =  - 

 

  
( cos( )  - cos (0))  = 

 

 
            =>          

 

 

   =  
 

 
                   

 

 
= 

 

  
                   

  

 
 

      

              = 
 

 
                      

 

 
                  

  

 
  

    
 

 
 

G2 
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       = 
 

 
                      

 

 
 

    

        = 
 

 
                            

 

 
 

         = 
 

  
                            

 

 
 

          = 
 

  
. [

 

   
.  –               

 
  + 

 

   
             

 
] 

           =   
 

  
  [

 

   
 (cos(1+n)   - cos(0))  +  

 

   
                         

           =   
 

  
  [

 

   
 (cos(1+n)   - 1)  +  

 

   
                                     (E1) 

-នោយ cos(1+n)    អារន្ែើ ឹង +1 រ ឺ -1  តាមរ ួំ  n  ន េះនយើង គណ      នៅតាម n  
ជារ ួំ គត់្គ    រ ឺ  ៏ជារ ួំ  ន្្ 

-នោយមា តួ្   

   
     ន ាម (E1)  ខាងនលើ  មា  ័យលុេះ្តាខ្ត្ (1-n    0) ,     គឺ  n    1             

 

 a ) នបើ   n = 2p  (n  ជារ ួំ គ )   ិង p 1  
   =   

 

  
  [

 

   
 (cos(1+n)   - 1)  +  

 

   
                        នៅជា : 

       
 

  
  [

 

    
 (cos(1+2p)   - 1)  +  

 

    
                  

    =   
 

  
  [

 

    
 (- 1  - 1)  +  

 

    
           

        
 

  
  [

 

    
 (- 2)  +  

 

    
        

   =   
 
  [   

    
   +  

 

    
    = 

 

 
  [   

            
]  =  

 
 .   

         =>       p            

                                 

   b )    នបើ   n = 2p + 1   ( n ជារ ួំ ន្្  )   ិង p 1 

   =   
 

  
  [

 

   
 (cos(1+n)   - 1)  +  

 

   
                        នៅជា : 

         
 

  
  [

 

        
 (cos(1+(2p+1))   - 1)  +  

 

        
                      

          =   
 

  
  [

 

    
 (cos(2(p+1)   - 1)  -  

 

  
                 

          = 0   នោយ cos(2k)  = 1             =>      p            

 
 

   =  
 

 
                   

 

 
= 

 

  
                   

  

 
 

   

     = 
 

 
                   

 

 
(នោយ f(t) = 0   នៅនលើ [      ) 

     = 
 

  
                           

 

 
 

      = 
 

  
                           

 

 
 

       = 
 

  
   

 

   
              

 
  - 

 

   
 .             

 
] 
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-រនំពាេះ n    

                     ន្ពាេះ  sin(1-n)  = 0     ិង  sin(1+n)  = 0     =>    
 

-រនំពាេះ n =   

       =  
 

 
                  

 

 
= 

 

  
                  

  

 
 

         = 
 

 
                  

 

 
=  

 

 
       

 
t.dt 

 

         =  
 

  
           

 

 
.dt   នោយ      t  = 

       

 
 

          = 
 

  
        

 
  - 

 

 
.        

 
 ]   =  

 

 
     =>         

 
 
                  

 នោយ្នងេបនៅ 
 
 
 
ការ្នងេត្ 
អ ុគម ៍មួប  នុង ឧទហរណ៍-1  ិង  ឧទហរណ៍-2 មុ្ាន  នោយ  នុង  
ឧទហរណ៍-1ខ្មេនកាង G1 ោរ់្ត្ង់ t = 0  ិង  t = 2   ខ្ត្រនំពាេះ ខ្មេនកាង G2  នុង 
ឧទហរណ៍-2 វញិ គឺ ជាប់រហ ត្ ពីមួយមួបនៅមួយមួប ។  នោយនយើងមា  នមគុណ 
ហវួ រនីយ  នយើងរង់ជឹងថានត្ើ ខ្មេនកាង រប្់អ ុគម ៍បា នោយន្បើ C2 ខាងនលើន េះ 
 វាមា រាងោ៉ា ងណា នបើន្បៀបនធៀបនៅ ឹង ខ្មេនកាង G2 ? នយើងជឹងថា 
រនំពាេះ ន  ្រហីវួ រនីយ ៖ 
 

f(x) =    +         cos(n    +   sin(n   ) 

      =    +   cos(   +   sin(   +   cos(2   +   sin(2   +  cos(    +   sin(     +  …..                          

            ………..  +   cos(    +   sin(     +  R(t).   

 

 (នោយ R(t) =         cos(n    +   sin(n   )   ិង  នោយ C2,  ន េះ f(x) នៅជា ៖ 
f(x) =  

 
 +  

 
 sin(x) – 

 

 
 ( 

 

 
 cos(2x) + 

 

  
 cos(4x) +

 

  
 cos(6x) +

 

  
 cos(8x) )  (នោយ រំតិ្ n = 8 ) 

 

         នបើ n    

        = 
 

 
 

    
 

 
 ;                 =  

 

 
 ;          នបើ n > 1 

     
 

        
    (p   1) ;              0   (p  1) 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

C2 
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នបើន្បៀបនធៀប ខ្មេនកាង រប្់ f(x)  ិង g(x) ន ើញថា  នុងរន ល េះ [0,  ] ខ្មេនកាងទងំពីរ 
មា រាង្បខ្ហលាន   នហើយខ្មេនកាង រប្់ f(x)  ៏ ្បខ្ហល ឹង ខ្មេនកាង G2 ខ្ជរ ។ 
 

Tableau de valeurs  តារាងត្ថ្មល អ ុគម ៍  f, g, h. 
x f(x) g(x) h(x)  x f(x) g(x) h(x) 

-10 0,550 3,686 3,142  0 0,035 3,142 3,142 

-9 0,002 2,729 3,142  1 0,839 3,983 3,142 

-8 -0,001 2,152 3,142  2 0,912 4,051 3,142 

-7 0,000 2,485 3,142  3 0,133 3,283 3,142 

-6 0,270 3,421 3,142  4 -0,005 2,385 3,142 

-5 0,962 4,101 3,142  5 0,004 2,183 3,142 

-4 0,752 3,898 3,142  6 -0,010 2,862 3,142 

-3 -0,008 3,000 3,142  7 0,657 3,799 3,142 

-2 0,003 2,232 3,142  8 0,988 4,131 3,142 

-1 -0,002 2,300 3,142  9 0,415 3,554 3,142 

0 0,035 3,142 3,142  10 0,006 2,598 3,142 

 

      8 -ោរបុំដបកជាន រ  ហី្វួរនីយ  (développement en série de Fourier) 

 8.1  អ ុគម ៍មួបថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗនលើ  R  

 A )  ការោរ់្បនភ្ទទី ១ 

f(x) = ន  ្រហីវួ រនីយ (n = 8) 

g(x) =   + sin(x) 

h(x) =   
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          នយើងពិ ិត្យនមើលអ ុគម ៍  g    ំត់្នលើរន ល េះនបើ  I ថ្  R  នលើ ខ្លងខ្ត្រ ុំរ  
   I    ខ្ជល  g   អារមិ   ំត់្ ។  នគថា  g   ោរ់្បនភ្ទទី ១  ្ត្ង់     នបើកាលណា  g    

មា លីមីត្  ំត់្ ់នៅខាងនឆវង  ិង ខាង សារ  ំ      (នមើល   fig -1) 

 
 

                        
   

               នុង រណីន េះនគ្រន្រ : 
 

g(  -0)  = lim g(t)            ិង      g(  +0)  = lim g(t)               
               t->                                       t->   
               t<                                      t>    
                  

  ្ាំល់ 
          a )   នបើ  g   ំត់្ (1) ្ត្ង់ t0  បា  ័យថា  g (t0)  ជារ ួំ ពិត្,  

ន េះនគអារជួបសាថ  ការណ៍ពីរ  : 
                   a-1/    g(t0-0) = g(t0+0) = g(t0) :   g ជាប់្ត្ង់ t0 

      a-2/  g(t0-0) g(t0)  រ ឺ g(t0+0) g(t0) :   g ោរ់្ត្ង់ t0 

b) នបើ t0 = 0, នគ្រន្រ g(0+)  ិង g(0-) ជ ួំ្ g(0+0)  ិង g(0-0)  

B )  អ ុគម ៍ថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗនលើរន ល េះ I = [a, b]  R   
             ិយម ័យ 
 ឧបមាថា   f   ជាអ ុគម ៍យ រ ួំ ពិត្  នហើយ I = [a, b]  ជារន ល េះបិត្ថ្   R  

                                                           

1
 លីមតី្  ំត្ប់ា  យ័ថា   លីមតី្ជារ ួំ ពិត្  ម ិអ  រ 
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 នគថា f នៅ នុងថាន  ់ C1  នោយ ង់ៗនលើរន ល េះ I , 
នបីលកខណ័ឌ ទាុំងបីខាងនប្ោមន េះនផ្សៃៀងផ្ទៃ ត់្ទាុំងអ ់គ្នា  : 
              
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         ឧទហរណ៍ 8-1 

                   នគនអាយអ ុគម ៍  f    ំត់្នោយ : 
f(t) = t  នបើ   t   [0, 1[ 

f(t) =   -2t  នបើ  t ]1, 3]   ។  នត្ើអ ុគម ៍ ន េះ នសទៀងផ្ទទ ត់្  ឹងល េណឌ ទងំបី ខាងនលើនទ ?   
(រ រ្នងេត្ថា អ ុគម ៍ f  មិ   ំត់្នទ រនំពាេះ t = 1 ន្ពាេះរន ល េះនបើ ទងំ្ង្ហេ ង្ត្ង់  
 t = 1) 
 

            
   

    1° )    អ ុគម ៍  f    ំត់្,  ជាប់  ិងមា នជរនីវ    នហើយអ ុគម ៍នជរនីវនសាត្នទៀត្  ៏ជាប់្គប់ 
រ ុំរនលើរន ល េះ I,   នលើ ខ្លងខ្ត្រនំពាេះ  រ ុំរ  ti  មលេះខ្ត្ប៉ាុនណាណ េះ (ti I)  ខ្ជលអ ុគម ៍ទងំពីរ            
ខាងនលើន េះអារោរ់  (ti   អារន្ែើ ឹង   a  រ ឺ b   ៏មា ខ្ជរ )  ។ 
   2° ) នៅរ ុំរ ti    ិមួយៗ (ti a  ិង ti b) ,   f ( ti  + 0 )   ិង   f ( ti – 0 )    មា ត្ថ្មលពិត្ នុង R   
 នហើយនបើ    ti = a   រ ឺ   ti = b   ន េះ    f ( a + 0 )  រ ឺ  f ( b – 0 )     ៏មា ត្ថ្មលពិត្ នុង  R  ខ្ជរ ។  
  (ល េ័ណឌ ន េះ ិោយពីលីមីត្ថ្ អ ុគម ៍  f )  
    3° )    នៅរ ុំរ   ti    ិមួយៗ (ti a  ិង ti b)  
 f’(ti – 0)   ិង  f’(ti + 0)  មា ត្ថំ្លពិត្ នុង R   នហើយនបើ  ti = a  រ ឺ ti = b  ន េះ  f’(a + 0) រ ឺ  f’(b – 0)   
  ៏មា ត្ថំ្លពិត្ នុង  R  ខ្ជរ ។    (ល េ័ណឌ ន េះ ិោយពីលីមីត្ថ្ អ ុគម ៍  នជរនីវ  f’ )     
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    1°) អ ុគម ៍  f    ំត់្,  ជាប់   ិងមា នជរនីវ ជាប់នលើរន ល េះ  [ 0 , 3 ]   នលើ ខ្លងខ្ត្្ត្ង់ 
រ ុំរ t1 = 1    ន្ពាេះនៅនលើរន ល េះ  [ 0 , 1 [     ិង   ] 1 , 3 ] ,  f   ន្ែើ ឹងអ ុគម ៍ ពហុធ្ល  

(fonction polynôme) 
 
               2°)  

      
   

       =        
   

   =  1,  ជ នរនេះ f(1-0)   មា ត្ថំ្លពិត្ (គឺមិ ខ្ម អ  រ) 
      

   
       =        

   
       =  -1,   ជ នរនេះ f(1+0)   មា ត្ថំ្លពិត្ (គឺមិ ខ្ម អ  រ) 

រួមន្រ រីនៅ ៖   

                               ជារ ួំ ពិត្
       ជារ ួំ ពិត្

 =>  f ោរ់្បនភ្ទទី ១  ្ត្ង់   =1 
           3°)  

- t                      ជ នរនេះ  f’(t) = 1   នហើយ        
   

       = 1 

- t                          ជ នរនេះ  f’(t) = 2t – 2    នហើយ        
   

       = 0                
                             រួមន្រ រីនៅ : 

                                         
         ជារ ួំ ពិត្
         ជារ ួំ ពិត្

 =>  f’  មា លីមីត្ខាងនឆវង  ឹង 

ខាងសារ ំ្ ត្ង់   t1   =1 ។ 

្នងេត្ 

(នោយលីមីត្ ខាងនឆវង ិងខាងសារ ំ្ ត្ង់ t1   =1  មិ ន្ែើាន  ន េះ្ត្ង់រណុំរ t1   =1  
អ ុគម ៍ f ាែ  នជរនីវនទ ។ទល់ខ្ត្លីមីត្ខាងនឆវង ន្ែើ ឹងលីមីត្ខាងសារ  ំនហើយន្ែើ ឹង 

f’(  ) នទើបនគថា f មា នជរនីវ្ត្ ់ t1   =1   ) ។ 

  ជ នរនេះនយើងន ើញថា   ល េ័ណឌ ទងំបី   ថ្  ិយម ័យខាងនលើនសទៀងផ្ទទ ត់្ទងំអ្់    
នហតុ្ន េះ  f   ជាអ ុគម ៍ថាន  ់  C1 នោយ ង់ៗ (2)នលើរន ល េះ  [ 0 , 3 ] ។ 
    

ឧទហរណ៍ 8-2            នគនអាយអ ុគម ៍  g    ំត់្នោយ  

       g(t) = t នបើ  t   [0,] 

                                                           

2
 នហតុ្អវីបា ថា  “ ង់ៗ”    ន្ពាេះអ ុគម ៍   f   រ ឺ  f’   អារោរ់នៅ្ត្ង់រ ុំរមលេះថ្ រន ល េះ I      
ខ្ត្រ ួំ រ ុំររនបៀបន េះ ទុ ជាមា ន្រើ ោ៉ា ងណា   ៏មិ ជល់អ  រខ្ជរ ។                  
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                  g(t) = -t+2 នបើ t ], 2] 

              ខ្ជលមា ្កាប :      (នលើ ន េះ ្ត្ង់ t =  , អ ុគម ៍ g   ំត់្ ន្ពាេះរន ល េះនបើ  

ខាងនឆវង នហើយបិត្ខាងសារ  ំ ្ត្ង់ t =   ) 

                
                 នយើងន ើញថា : 
                     1°)  អ ុគម ៍  g     ំត់្  ជាប  ិងមា នជរនីវ នលើរន ល េះ [0,]    

នលើ ខ្លងខ្ត្្ត្ង់   រ ុំរ t =  ។ ន្ពាេះនលើរន ល េះ  [0,]    ិង ],]    g  ( t )  ជាពហុធ្ល  
(polynôme)  
 

2°)   g(   =     ន្ពាេះ  g(t) = t      នលើរន ល េះ    [0,] 

      
   

      =        
   

     =         g(   ) =   (ប ទ ត់្ន េះ មិ ោ ់ ៏បា ខ្ជរ 
ន្ពាេះរន ល េះ [0,]   បិទ្ត្ង់ t =    ជ នរនេះ       )  ៏នៅ នុងរន ល េះ [0,]   ខ្ជរ) 
      

   
      =        

   
          =           g(   ) =   

                 

 រួមន្រ រីនៅ  
g( ) = g(   )  = g(   ) =    (រ ួំ ពិត្)  ជ នរនេះ g  ជាប់្ត្ង់  t =                      
 
 

3° )  តាម ិយម ័យ  g ( t ) ,   នយើងបា  
               នលើរន ល េះ [0,],     g’(t) = 1  ិង 
               នលើរន ល េះ ],],   g’(t) = -1 
   ជ នរនេះ 
                  

   
       =1   =>  g’(     ជារ ួំ ពិត្          ខ្ត្      មិ ជាប់នទ ្ត្ង់ t =  

                     
   

           => g’(    ជារ ួំ ពិត្            (ន េះតាម ិយម ័យជាប់) 
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    រួមន្រ រីនៅ នយើងន ើញថា     ល េ័ណឌ ទងំបី    ថ្  ិយម ័យខាងនលើនសទៀងផ្ទទ ត់្ 
ទងំអ្់     នហតុ្ន េះ  g   ជាអ ុគម ៍ថាន  ់  C1 នោយ ង់ៗនលើរន ល េះ [0,]។ 
្នងេត្ 
         នយើងបា ន ើញថា្ត្ង់រ ុំរ t1 = 

 
       

        
        

 g ជាប់្ត្ង់រ ុំរ  t1 = 



 
        

         

          

 g’ ោរ់ ្ត្ង់រ ុំរ  t1 = (ខ្ត្ តាមល េណឌ 1°/ នៅ B/ 

មិ ជារនំណាទនទ !)


 
C -  អ ុគម ៍ថាន  ់  C1 នោយ ង់ៗនលើ  R  

           ិយម ័យ 
          អ ុគម ៍មួប f មា មួប T  ជាអ ុគម ៍ថាន  ់ C1  នោយ ង់ៗនលើ  R  កាលណា  f 
          ជាអ ុគម ៍ថាន  ់  C1  នោយ ង់ៗ  នលើរន ល េះ [,+T], (R ) 
   រនំពាេះការ្បតិ្បត្រិ     នបើអ ុគម ៍មួប  f   មា មួប  T  ន េះនគ្ា ់ខ្ត្បញ្ញា  ់ថា   f  
ថាន  ់ C1             នោយ ង់ៗនលើរន ល េះ   [ 0 , T ]  រ ឺ [ -  

 
 ,  

 
 ]  រ ឺ ៏  [ 0 ,  

 
 ]   ( នៅតាម  f  

ជាអ ុគម ៍មួបធមែតា      រ ឺន្្    រគួឺ )  ៏បា នហើយ     ន្ពាេះថា្កាបថ្ អ ុគម ៍មួប     
ជ រាន ពីមួបមួយនៅមួបមួយ     នោយការរ ិំល ជ នរនេះនបើអ ុគម ៍  ំត់្នលើ 
រន ល េះមួយមួប       ៏ជ រ  ំត់្នលើរន ល េះពីរ មួប   របីឺមួប   របួឺ មួប  ...  ។ ល។ ...  ខ្ជរ     
 រួមន្រ រីនៅ អ ុគម ៍ន េះ ៏  ំត់្នលើ    R   ខ្ជរ ។ 
8.2  ្ទឹ្រីបទឌីរនី ល   (Dirichlet) 

      A - រនំណាទ 
        e  ជាអ ុគម ៍មួប  មា មួប   T  នហើយ   a0, an ,  bn     ជានមគុណ  

  ំត់្នោយរ បម រ  
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(8 )  នុង  §5-3 

           នយើងបា ន ើញថា      ន្រ  ហីវួ រនីយ   ថ្   e     គឺ :     
 
                             +     

  
   cosn      sinn        (S1) 

                      

          នយើង្ួរថា : 

                       1 )   នត្ើន្រ  ហីវួ រនីយ   ( S1 )  ន េះមា លីមីត្នទ ?   កាលណា n មិត្ជិត្ + 
                 2 )    នបើន្រ  ហីវួ រនីយ  ( S1 )  ន េះមា លីមីត្    នត្ើលីមីត្ន េះន្ែើ ឹង e ( t ) 
ន េះនទ ? 

          រនំលើយថ្ ្ ួំរទងំពីរន េះ  មា នោយពឹងខ្សអ នលើ្ទឹ្រីបទឌីរនី ល   
ខាងន្កាមន េះ     ខ្ជលនយើង ្ ែត់្នោយយ មិ បារ់បញ្ញា  ់ ។ 
             

  B -   ្ទឹ្រីបទឌីរនី ល  ( Dirichlet ) 

                      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ឧទហរណ៍ 8-3 

                    នគនអាយ   f   អ ុគម ៍មួប,   មា មួប  T  =  2   ឹង  ំត់្នោយ : 

នបើ   e   ជាអ ុគម ៍មួប  មា មួប  T  នហើយនៅ នុងថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗនលើ  R  

ន េះនគអារ្ និោា  ថា : 
            -    ្គប់រ ុំរ ខ្ជល  e ជាប់  នគបា  : 
                       e(t) =         +     

  
   cosn      sinn        

                                 

          -     ្គប់រ ុំរ    t0   ខ្ជល e ោរ់្បនភ្ទទី ១   នគបា   
                   

 

     [ e(   -   0)   +  e (    + 0)  ]   =         +     
  
   cosn       sinn                                

 

 គឺ្ទឹ្រីបទន េះនហើយខ្ជលនោេះសា   នុងការជ ួំ្អ ុគម ៍   e   ថ្ ្ញ្ញា  

 នុងនអនលរ្តូ្ ិរ ( signal en électronique )    នោយន្រ  ហីវួ រនីយ ។ 
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  f(t) = t នបើ t   [0, 2 [ 

            1°)   គ រ្កាបថ្ អ ុគម ៍  f    នុងត្រុំយអ័រត្   ណាល   (0,      ) នលើរន ល េះ  [-4, +4]            
                 ប ទ ប់ម រ ររ នមគុណហវួ រនីយថ្   f 

                     2°)    បង្ហា ញថា  f   នសទៀងផ្ទទ ត់្ល េ័ណឌ ទងំអ្់ថ្ ្ទឹ្រីបទឌីរនី ល     
នហើយទញយ ការបខំ្ប   ជាន្រ  ហីវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍  f 
       រនំលើយ : 
     1°)   រនំពាេះ្ ួំរទី ១ នយើងបា ប ្សាយរួរម នហើយ  រ រនមើល ឧទហរណ៍-1 §7    ។ 
                 លទធសលគឺ : 

                     
 

                              =      នហើយ  (       = 0,         =  - 
 

 
 ,     n   ) 

 

 2°)   នយើងយ រន ល េះ [0, 2]  នជើមបបីញ្ញា  ់ល េ័ណឌ ឌីរនី ល 
       a )      អ ុគម ៍   f     ំត់្,     ជាប់ ិងមា នជរនីវជាប់     នលើរន ល េះ  [0, 2[  
ន្ពាេះនៅនលើ   រន ល េះ [0, 2[   f ន្ែើ ឹងអ ុគម ៍ពហុធ្ល 
      
 b )          

    
     =        

    
     =  2                             

  ជ នរនេះ f(2-0) មា ត្ថំ្លពិត្ នុង R    (នោយ 2ជារុងថ្ រន ល េះមួយមួប [0, 2[ 
  នយើងមិ ចាបំារ់រ           

    
       នទ  ន្ពាេះវា្តូ្វន្ែើ ឹង f(0)) 

                                          

    c )      នលើរន ល េះ [0, 2[ ,   f’ ( t ) = 1 

                       
    

      =        
    

     =  1 

           ជ នរនេះ  f’(2-0)    មា ត្ថំ្លពិត្ នុង R  

           ជ នរនេះតាម ិយម ័យ  B  នុង §8-1,   f   ជាអ ុគម ៍ថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗនលើ  R ។ 
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    ជាទ នៅ អ ុគម ៍ ពហុធ្ល គឺ : P(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + ... + anxn. 

នអាយ P’(x) = 0 + a1 + 2a2x + 3a3x2 + ... + nanxn-1 

 នយើងន ើញថា P   ិង  P’ ្ុទធខ្ត្ជាអ ុគម ៍ជាប់ ិងមា នជរនីវ នហើយតាម្ទឹ្រីបទ 
ឌីរនី ល    នយើងបា  : 
f(t)  =     +    

  
          

 

        =     +   
 

 

  
           (នោយ  T = 2     

  

 
    

  

  
        ) 

រ ឺ
f(t) =       

        

 

  
         (S2)          

         
 ឧទហរណ៍ :    (នមើល្កាបថ្ រនំលើយ  1°) 

 

 នបើ t                 ជ នរនេះ នោយ (S2) នយើងបា  

              t =      
        

 

  
       

 នបើ    t  ]2 ,4  , f(t) = at+b  ជាប ទ ត់្ (នោយ a = 1 នហើយ f(t) = 0 កាលណា t=2 ) 

                              f(t) = t -2 ,  ជ នរនេះ នោយ (S2) នយើងបា  

    t -2  =      
        

 

  
    

្ត្ង់រ ុំរ     =  0, f  ោរ់  នហើយនយើងន ើញថា  
         

   
          (នមើល្កាបនៅរនំលើយ  1°)   ជ នរនេះ  f(0-) = 2  

                       
   

        ,         ជ នរនេះ  f(0+) = 0     

នហើយរនំពាេះរ ុំរ  t0  តាម្ទឹ្រីបទឌីរនី ល នគបា  : 
         

 
[ f(0+) + f(0-) ]   =       +     

  
            (នោយ       ) 

           
 

 
[ 0  + 2  ]           =        (ន្ពាេះ                  ) 

      រ ឺ               =     ខ្ជលបង្ហា ញថា ( S2 )  នៅខ្ត្្តូ្វជខ្ជលរនំពាេះរ ុំរ  ti   
ខ្ជលអ ុគម ៍ f ោរ់ ។ 
 

ឧទហរណ៍ 8- 4 
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               នគនអាយអ ុគម ៍  f  ,   មួប   ,  មា មួប   T  =  4 ,     ំត់្នោយ  : 
 

               f(t) = 0          នបើ  t  [ -2, -1 [ 

               f(t) = 1 + t    នបើ  t  [ -1, 0  [ 

               f(t) = 1 - t    នបើ  t  [ 0, 1  [ 

               f(t) = 0         នបើ  t  [ 1, 2  [ 

 

    1° )     នុងត្រុំយអ័រត្   ណាល,   រ រគ រ្កាបជណំាងអ ុគម ៍  f    នុងរន ល េះ [ - 5 , + 5 ] 

             នគ ឹង្នងេត្ន ើញថាអ ុគម ៍  f    ជាអ ុគម ៍គ  
 2° )      គណ នមគុណហវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍  f 
 3° )       នត្ើអ ុគម ៍  f   នសទៀងផ្ទទ ត់្ ឹងល េ័ណឌ ទងំអ្់ថ្ ្ទឹ្រីបទឌីរនី លនទ ? 

               នបើនសទៀងផ្ទទ ត់្     រ រនអាយន្រ  ហីវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍    f    នលើរន ល េះ  [ - 2 , + 2 [ 
រនំលើយ : 
       1° ) 

 

     2° ) 

                  a )   នោយ  f   ជាអ ុគម ៍គ     នយើងបា  
                                bn = 0    (n  N ) 

               b )    គណ    a0 

   =  
 

 
         

 
 

 

 
 

 

  =  
 

 
         

 
 

 
 

  (ន្ពាេះ  f ជាអ ុគម ៍គ ) 
      = 

 

 
         

 

 

 

 
[                 

 

 

 

 
 

       = 
 

 
           ន្ពាេះ          នលើរន ល េះ          

 

 
 

 

        = 
 

 
   

  

 
  
 
  = 

 

 
            =>                                            = 
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គណ           (n                 
 

   =  
 

 
                

   
 

 
 

 

–
 

 

 

នោយ  T = 4,  =   

 
 =   

 
  =  

 
 

     
     ជាអ ុគម ៍គ 

 

 ិង         ជាអ ុគម ៍គ 
 => f(t).         ជាអ ុគម ៍គ  

 

   = 
 

 
                    

 

 
 

= 
 

 
                    

 

 
 

      

       =                     
 

 
                      

 

 
  

       =            
 

 
        

 

 
 ន្ពាេះ          នលើរន ល េះ         ) 

នោយន្បើអាងំនត្្កាលនោយខ្សន    
      u  = 1 – t    =>  du =  - dt 

    
 

 
      = dv   => v = 

 

  
 sin 

  

 
     (n      ,  ជ នរនេះ 

            
 

  
     

  

 
   

 

 
      +     

 

  
     

  

 
  

 

 
dt 

      = - 
 

     
     

  

 
  

 

 
  =  

 

   
 

    [1 -     
  

 
 ]     

-នបើ   n ជារ ួំ គ  (n  0), n = 2p នគបា  
    

  

 
  = cos

   

 
  = cos (p )  = (      =>    

     =  
 

     
 

 

    [1 -  (     ]  =  

 
 

       នបើ             

 

       
 

 

     នបើ        

   

p = 2k   =>     =        =       =>        =   0    

    
 

p = 2k+1 =>     =          =       =>        = 
 

       
 

 

            

 

     =   0  , (k    0) 

      = 
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-នបើ   n ជារ ួំ ន្្ (n  0), n = 2p+1  នគបា  

    
  

 
  = cos

       

 
  = cos (2p+1)

 

 
  = 0,   នហើយ   

   =  
 

   
 

    [1 -     
  

 
 ]    នៅជា         =  

   
 

    =  

       
 

 

   
 

   
3° )    នយើងយ រន ល េះ     [ -2 , + 2 ]   នជើមប ឹីងនសទៀងផ្ទទ ត់្ល េណ័ឌ ឌីរនី ល 
                a )    អ ុគម ៍   f      ំត់្,    ជាប់ ិងមា នជរនីវជាប់នលើរន ល េះ   [ - 2 , + 2 ]  
ន្ៅខ្ត្ពីរ ួំ មលេះ 
            ជ រជា   :     t = - 1 ,     t = 0 ,      t = 1 ,     t = 2      

              ន្ពាេះថា :     នៅ្គប់រន ល េះ   [ -2 , - 1 [ ,  [ - 1 , 0 [ ,  [ 0, 1 [   ិង [ 1 , 2 [ , 

            អ ុគម ៍   f   រមួឺយន្ែើ ឹង  ្ យ   រមួឺយន្ែើ ឹងអ ុគម ៍ពហុធ្ល  ។ 
         b )      នយើងពិ ិត្យនមើល  វការ្ប្ពឹត្រនៅថ្ អ ុគម ៍   f    នៅខ្ បរ   t = - 1 

                           lim  f ( t )  =  lim 0  =  0  =  f ( -1 -0)  
                           t ---> - 1          t ---> -1 
                           t < -1                t < - 1 

               ជ នរនេះ    f ( -1  - 0 )   ជារ ួំ មួយ នុង  R   ។ 
             នោយ   f ( - 1 ) = 0        ជ នរនេះ      f ( - 1 ) =  f ( - 1 – 0 ) 

                ជានហតុ្នអាយ   f     ជាប់្ត្ង់    t =  - 1 

                នោយន្បើរនបៀបខាងនលើនគអារបង្ហា ញថា   f   ជាប់្ត្ង់រ ុំរ   t = 0 ,   t =  1    
 ិងជាប់ 
               ខាងនឆវង្ត្ង់  t =  2 

      ជា្ និោា   :     ជ នរនេះ  f   ជាអ ុគម ៍ជាប់នលើរន ល េះ   [ -2 , + 2 ] 

      c )    នលើរន ល េះ  ] - 2 , - 1 [ ,  f’( t ) = 0    ជ នរនេះ   f’( -1  -0 ) = 0 
                     នលើរន ល េះ  ] - 1 , 0 [ ,   f’( t ) = 1      ជ នរនេះ   f’( -1 +0  ) = 1   ិង  f’ ( 0 - ) = 1 

                    នលើរន ល េះ  ] 0 , 1 [ ,   f’ ( t ) = - 1     ជ នរនេះ   f’ ( 0 + ) = -1     ិង   f’ ( 1 – 0 )  = - 1 

                     នលើរន ល េះ   ] 1 , 2 [ ,   f’ ( t ) = 0       ជ នរនេះ   f’ (1 + 0 ) = 0     ិង  f’ ( 2 – 0 )  = 0 

      =   
 

      
  

 

   ,  (p   N) 
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                    ជ នរនេះ  f’ ( -1 -0 ) ,  f’ ( -1 + 0 ),  f’ ( 0 - ),  f’ ( 0 + ) , f’ ( 1 - 0 ),  f’ ( 1 + 0 )  
 ិងទីបញ្ា ប់  f’ ( 2 – 0 )   ្ុទធខ្ត្ជារ ំ  ពិត្ ( មិ អ  រ )   នុង  R ។ 

  លទធសលទងំអ្់ន េះ     បង្ហា ញថា   f   ជាអ ុគម ៍ថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗ  នលើរន ល េះ  
 [-2,+2]    ។ 
 នោយនហតុ្ថា  f  ជាអ ុគម ៍មួប,  មា  មួប T = 4 ,  ជ នរនេះ   f  ជាអ ុគម ៍ថាន  ់  C1 

នោយ ង់ៗនលើ R  ។ 
 តាម្ទឹ្រីបទឌីរនី ល    នយើងជឹងថា្ត្ង់្គប់រ ុំរ   t   ខ្ជល   f   ជាប់ ,   ន្រ  ហីវួ រនីយថ្    f    
មា លីមីត្  ន្ែើ ឹង  f ( t ). 

 នោយ  f   ជាប់នលើរន ល េះ  [ -2 , + 2 ] ,  រនំពាេះ្គប់រ ុំរ   t   ថ្ រន ល េះន េះ   នយើងបា  : 
 

f(t) = 
 

 
 + 

 

  
 

 

       
  
            

 

 
 t  +  

 

  
 

 

       
  
            

 

 
 t                  

     
 

        8 . 3  ភាព ុសំលរិថ្ ន្រ  ហីវួ រនីយ 
   នបើ f ជាអ ុគម ៍រ ួំ ពិត្,   មួប ,   មា មួប  T   ឹងនៅ នុងថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗនលើ 
រន ល េះ  ្បខ្វង  T , [ , + T] (R )  ន េះតួ្ទ នៅថ្ ន្រ  ហីវួ រនីយថ្ អ ុម ៍  f   គឺ : 
 

    =             +          ) 
 

នោយន្បើរ បម រ  អឺខ្ល  ( Euler ) 

           

           
               

 
       ;                  

                

  
 

            

                    នយើងបា  : 
   =     

                   

 
  +    

                    

  
 

 

        =     
                   

 
  +    

                    

  
 . 

 

 
 

    

     =  (
         

 
         +    
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រ ឺ
   (F-8.3-a) 

 
 

                               នោយយ     = (
         

 
   ិង      =  

         

 
  

   
     

  នបើន្បើ ន ាមអាងំនត្្កាលថ្  an   ិង bn  ,  ន េះ  
                = (

         

 
  

             នៅជា : 
    = 

 

 
 [ 

 

 
                     

 

 

    

 
                  

    

 
 

       = 
 

 
 [                   

    

 
         )dt] 

 

នោយន្បើរ បម រ       =       -  i      ,      ន ាម    នៅជា 

                                                                                                                                                    
 
 

                                                                    (F - 8.3 - b) 
 
 

នហើយរ ួំ  ុសំលិរឆ្ល ្់   
     បា ជា 

 

  
     =   

 

 
              

 
     =  

 

 
             

   

 
 

               
 

        = 
 

 
              

 
dt   (ន្ពាេះ f ជាង ុគម ៍ ពិត្,            =  f(t) ) 

            
 

 នបើនយើងជ ួំ្ n  នោយ  - n   នុងរ បម រ  ( F-8.3-b ) 

  នយើងបា  : 
    = 

 

 
              

 
 dt                          

 

   =          +             

   = 
 

 
              

 
 dt            

 



Séries de Fourier – ANN Tay Kim- Mai 2004 - អត្ថបទន េះក៏មា ផ្សាយតាមប្បព ធ site internet : www.btkhmer.com ដែរ 

 Page 40 
 

 នោយន្បៀបនធៀប ឹង    
      នយើងន ើញ            =   

      
 នោយ    ( F-8.3- a ) ,  នយើងបា     
   =           +       

      

          
នោយ្នងេត្ថា   ( នមើល   F-8.3-b  រនំពាេះ  n = 0 ) 

   = 
 

 
       

   

 
   =            

                   

  ការបខំ្ប ជាន្រ  ហីវួ រនីយ    ថ្ អ ុគម ៍  f  បា ជា :   
f(t) =     +    

  
     =    +     

  
         +           ) 

 

                                                         ន េះជា ភាព ុសំលិរថ្   ន្រ  ហីវួ រនីយ 
 
 
 ជា្នងេបនយើងបា លទធសលជ រត្នៅន េះ : 
  ភាព ុសំលិរថ្ ន្រ  ហីវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍  f ,  យ រ ួំ ពិត្ , មួប ,  មា មួប  T    

នហើយនៅ នុងថាន  ់     នោយ ង់ៗនលើ    R   គឺ : 
 
 
 
 

                                                                                                                      ( F-8.3-c)      
៥  (F - 8.3 - b) (F - 8.3 - b) 

 
 

 

 

 

       
ឧទហរណ៍ 8-5 
               នគនអាយអ ុគម ៍មួប  f ,  មា មួប  T = 1 ,     ំត់្នោយ  
   f(t) = e –t

  រនំពាេះ t  [0, 1 [ 

f(t)  =      
  
             ( n  Z)                        

f(t)  =      
  
          នោយ     = 

 

 
              

 
 dt   (n𝜖       

នៅ្គប់រ ុំរ    ខ្ជល  f  ជាប់  ។     នមគុណ ុសំលិរ      
ភាា ប់នៅ ឹងនមគុណរ ួំ ពិត្ (     ិង    ) នោយទ ំ ់ទ ំង: 

   =     ;     =         

 
  (n𝜖    នហើយ     = -1)  ;  

      =    
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      1°)  រ រគណ នមគុណហវួ រនីយ ុសំលិរថ្   f 
        2°)  បង្ហា ញថានលើរន ល េះ  ]0 , 1[ ,  អ ុគម ៍  f   អារបខំ្ប ជា  ន្រ  ហីវួ រនីយ ុសំលិរ ។ 
               នៅនលើរន ល េះជខ្ជលន េះ រ រនអាយន្រ  ហីវួ រនីយ ជារ ួំ  ុសំលិរ 
 ិងនអាយន្រ  ហីវួ រនីយជារ ួំ ពិត្ ។ 
 
រនំលើយ   
              1°)     f (t) =  e-t

     ជារ ួំ ពិត្ 
                      រនំពាេះ   n Z ,  នមគុណហវួ រនីយ ុសំលិរ   គឺ 
   = 

 

 
            

 
 dt   នោយ  T = 1   ិង    = 

  

 
 ,    ន េះ  

   =             

 
 dt  =                

 
dt   =      

           

      
  
 
 

 

    
 

      
 ( 1 -           )  = 

 

      
 ( 1 -            ) 

 

      = 
 

      
   1 -  

 

 
                               

 

      = 
 

      
   1 -  

 

 
         ន្ពាេះ           ិង                   

 

   ជ នរនេះ            
         (                           n   ,     ( F-8.3-d) 
 
           2°) 

      a )   នយើងទុ នអាយអន អា បង្ហា ញថា    f  ជាអ ុគម ៍ថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗនលើ   R ។   
ហួ្ពីន េះ  នៅនទៀត្  f   ជាប់នលើរន ល េះ  ] 0 , 1 [   ជ នរនេះតាម្ទឹ្រីបទឌីរនី ល  
ន្រ  ហីវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍  f   មិត្ជិត្នៅ  f   នលើរន ល េះ  ] 0 , 1 [   នហើយនយើងបា  : 
f(t) =  

 

      
        

 

 
            

   
  
  (n     នោយ ( F-8.3-c) 

 

 b )   នយើងជឹងថា     =        

 
  ,  n     

 ជ នរនេះ        

 
  =   

        
 (1 -  

 
 )    (នោយ  (  F-8.3-d) ) 

    
 

      
   1 -  
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                               =  
        

          
 (1 -  

 
 )  (នោយន្បើរ ួំ  ុសំលិរឆ្ល ្់) 

                       
                       = 

        

        
 (1 -  

 
 ) 

 

ជ នរនេះ ,    រនំពាេះ      n      

    =       
 

 
 

        
    ិង        =         

 

 
 

        
   (ន្ពាេះថារ ួំ  ុសំលិរពីរន្ែើាន  

លុេះ្តាខ្ត្ខ្សន រ ួំ ពិត្ន្ែើាន    ិងខ្សន រ ួំ  ុសំលិរន្ែើាន  ) ។ 

- នោយ    a0 = c0  ,  ( F-8.3-d)  នអាយរនំពាេះ n = 0              
 

 
  

ជ នរនេះរនំពាេះ   t            នយើងបា  : 
f(t) =      +      

  
                                      

     =  (1 -  
 
 ) [ 1 +   

       
  
    (                       )] 

 
 
 
  8.4   រ បម រ  បារ្ឺវាល   ( PARSEVAL ) 
 នគនអាយfអ ុគម ៍មួប f  , មា មួប T  នហើយ្ពមទងំនសទៀងផ្ទទ ត់្ល េ័ណឌ ទងំអ្់ 
ថ្ ្ទឹ្រីបទឌីរនី ល ។ 
នគបា បង្ហា ញរួរម នហើយ   នយើង្ា ់ខ្ត្អ ុមត្រិ ្ ែត់្យ នោយមិ បារ់បញ្ញា  ់ 
  វរ បម រខាងន្កាមន េះ     ខ្ជលនៅថារ បម រ  បារ្ឺវាល : 
 
 

 (F-8.4-a), (នោយ
            ជានមគុណ ហវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍ f យ រ ួំ ពិត្ ) 
            

  -     នបើន្រ  ហីវួ រនីយ មា ភាពជា : 

f(t) = (1 -  
 
 ) [ 1 +   

       
  
    (                       )] 

 

 
          

   

 
dt =    

  +  
  

    
 

 

  
    ,       
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f(t) =    +    
  
                  នោយ     =    

    
 
, ន េះរ បម របារ្ឺវាល 

នៅជា : 
 
 (F-8.4-b) 
 
  -     នបើន្រ  ហីវួ រនីយ មា ភាពជា  ុសំលិរ : 
f(t) =             

    ,   ន េះរ បម របារ្ឺវាល  នៅជា : 
   a/   នបើ  f  ជា អ ុគម ៍ យ រ ួំ ពិត្  
 
    (F-8.4-c1) 
      
b/   នបើ  f  ជា អ ុគម ៍ យ រ ួំ   ុសំលិរ 
           (F-8.4-c2)         
ការប ្សាយរ បម របារ្ឺវាលតាមរ បវជិាា  
         នបើ  f  ជាអ ុគម ៍គរំ ថ្ ្ញ្ញា អគាិ្ ី (Signal électrique),  មួប, មា មួប T    

នគជឹងថា នបើនគយ ឯ តានអាយ្មរមយន េះ អ ុភាព  P ( Puissance )   ថ្ ្ញ្ញា គឺ   
           
                   P = 

 

 
        

   

 
dt                          

                

ជ នរនេះរ បម របារ្ឺវាលបង្ហា ញថាអ ុភាពថ្ ្ញ្ញា អារគណ បា នោយន្បើន្រ  ហីវួ រ ី
នយថ្ ្ញ្ញា ន េះ ។ 
ឧទហរណ៍ , ឧបមានយើងរង់រ អ ុភាពថ្ ្ញ្ញា  :   
    t          

    t         cos(n                   (អារម  ី   ទី  n) 

 ន េះនយើងបា   ( នោយរ បម រខាងនលើ  ) : 
    =  

 

 
     

    

 
dt   =    

  

 

    =   
 

 
                           

   

 
dt              

 

 
          

   

 
dt =    

  + 
 

 
    

   
     ,                           

 
 

 

 
          

   

 
dt =          

   =          
    +     

  +         
   

 

 
          

   

 
dt =          

   =          
    +     

  +         
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            រ ឺ
  =

 

 
    

               
                                     

   

 
dt 

នោយន្បើរ បម រ ថ្ អ ុគម ៍្តី្នកាណមា្ត្ (F-3-1) §3, នយើងបា  : 
  = 

 

  
      

                    
                                   

   

 
dt 

           

    នោយ             
   

 
dt = 0   ិង            

   

 
dt = 0   (ន្ពាេះ  =   

 
), នគបា  : 

        = 
 

  
     

    

 
  +   

   ) dt  =  
 

 
  (  

   +   
   )  

                  

            ជ នរនេះ    អ ុភាពទងំអ្់ថ្ ្ញ្ញា    គឺ :    ( នមើលរ បម រ  F-8 . 4 . b ) 

 

                         =    
    

  

        ជ នរនេះនយើងបា លទធសលជ រត្នៅន េះ : 
 អ ុភាពថ្ ្ញ្ញា ខ្ជលមា គរំ ជាអ ុគម ៍ថាន  ់C

1នោយ ង់ៗនលើ  គឺជាសលប   
ថ្ អ ុភាពរប្់្ញ្ញា  t  a0  ិងអ ុភាពថ្   អារម  ី  ទងំអ្់ (ន េះគឺជានាល 
ការណ៍  ថ្ ការរ ាទុ   វអ ុភាព ) ។ 
 

8.5 ការបខំ្បលងតាម្តី្នកាណមា្ត្សាស្ត្រ  ( une transformation trigonométrique ) 

                             នយើងមា បណំងរង់បរ រ ន ាម  a cos x  +  b sin x     នោយ    a   ិង  b  

ជារ ួំ ពិត្មុ្ពី  ្ យ ។ 
            នៅ នុងត្រុំយ   អរត្ ណរនម , នយើង្ ែត់្  វុរិទរ័  u មា   អរនោន  ( a, b )    ិង   
វុរិទរ័  v មា   អរនោន  ( cos x , sin x )    

P =     +     
  
     =   
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 នោយគណ សលគុណ សាេ ខ្ល   u.v    ,  នយើងបា   u.v=  a cos x + b sin x 

 ម៉ាាងនទៀត្ ,   សលគុណសាេ ខ្ល ៏ន្ែើ ឹង  u.v  =         . cos(u,v)   (F-8.5-a)  

  នោយ ទ ំ ់ទ ំង Chasles, មុ ំ នយើងអារ្រន្រ : 
( u,v )  =  ( u, i )  + ( i, v)  =   (i, v)  - ( i, u ) 

                                           = x –     (នោយរ បខាងនលើ) 
     នោយ រ បម រ  (F-8.5-a)    នយើងបា  : 
u . v  =     .   . cos(x- ) 

            =      .              .cos(x- ), ន្ពាេះ     =       , 

                                                                                                                             

នៅទីបញ្ច ប់នយើងបា   : 
acosx + bsinx  =          . cos (x –       (ន្ពាេះ             = 1 )              
  នោយ មុ ំ  នសទៀងផ្ទទ ត់្ ឹង :  cos    

 

      
   ,  sin   

 

      
                 

 ្នងេត្   :      នបើនគជឹងថា   នៅ នុងរន ល េះ     

 
  

 

 
      ន េះនគយ  tg   ខ្ត្មរង  គឺ 

tg   
 

 
             រ ៏ឺ          = Arctg

 

 
       

 នោយ្នងេប : 
        នោយ A =       , 
     (F-8.5.b)                                                          cos   

 

 
 , sin   

 

  
 , tg = 

 

 
  

 

a cos x + b sin x = A cos(x-) 
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8.6 វភិាគអារម  ី ថ្ ្ញ្ញា   ( Analyse harmonique d’un signal ) 

 ឧបមាថា ការបខំ្ប ជាន្រ  ហីវួ រនីយថ្ ្ញ្ញា  e នអាយជា : 
 e(t) =     +      

  
   cos(n          (n   ) 

 

        = 
 

 
       

   

 
 ,  ជារ ួំ មធយមថ្ ្ញ្ញា នលើរន ល េះមួយខ្ជលមា ្បខ្វង  T 

           

  - តួ្ខ្ជលមា មួប  T   : a1cos(t) + b1sin(t),  នៅថាតួ្្ខំា ់  ( terme fondamental ) 

 -   តួ្ទងំឡាយ :  ancos(nt) + bnsin(nt),  រនំពាេះ n 2  នៅថា  អារម  ី   ជួរទី n 

  ការបខំ្បលងតាម្តី្នកាណមា្ត្សាស្ត្រ ខ្ជលនយើងបា ន ើញនៅ  § 8.5,  (F-8.5.b)  

នអាយ : 
                 =    cos(n          (n  )  =   cos(n   -   )  នោយ     =       

     
     

                                                             tg   = 
  

  
    (        

 

 
  

 

 
  ) 

          -    An        ជាទហំំថ្ អារម  ី ជួរទី  n 

-  n   ជាហាវ   ( phase )  ថ្ អារម  ី ជួរទី  n 

- 
  

  
     ជាមួបថ្ អារម  ី ជួរទី   n 

         -    n  ជាជនំណើ រជីបររ  (pulsation)  រប្់អារម  ី ជួរទី n (នបើ n = 1,  nជ នរនេះ
ជាជីបររថ្ អារម  ី ជួរទី មួយ ) 
         -     នគនៅថា spectre de fréquence  ( ្ពិរថ្ នស្តហវ ង់ )  រប្់្ញ្ញា   e  ,   គឺខ្មេនកាង 
               ថ្ អ ុគម ៍ពី  N នៅ   R      ំត់្នោយ :   n  An           

                    ខ្មេនកាងន េះនៅថា  ឌីោ្កាមជបំង  (diagramme en bâtons ) 

    ឧទហរណ៍ 8-6 
                  នគនអាយន្រ  ហីវួ រនីយ :     
 

                    e(t) =   - 2 
       

 

  
       

                   នបើន្បៀបនធៀបនៅ  ឹងន្រ  ហីវួ រនីយ  ជាទ នៅ : 

                   e(t) =       +      
  
    cos(n        sin (n   ]                 

 

                   នយើងន ើញថា   : 
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                              =  ,       = 0,      =  
  

 
  ,       

                            ជ នរនេះ       =    
    

    =         
  

 
     =  

 

     = 
 

 
 

 

                     
    ______________________ ចប់គ្សរ  ៊ីហ្វួរ ៊ីគ្យ      _________________________ 
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9- ចាំគ្ោទ នោយមា  ចាំគ្ ើយ 
 

9-1 ចាំគ្ោទ-ទ៊ី១   
្បធ្ល :ការបខំ្ប ជាន្រ  ហីវួ រនីយថ្ ្ញ្ញា នអលិុរ្តូ្ ិ ។  
     ជារ ួំ ពិត្មួយ នហើយ  នគមា ្ញ្ញា មួយខ្ជលគរំ នោយ អ ុគម ៍  f  មួប,  
មា មួប  2       ិង  ំត់្នោយ  :                      
f(t) = E នបើ t  [t0, t0+[ 

f(t) = -E នបើ t  [t0+, t0+2[ 

 

  1° )    នុងត្រុំយអរត្   ណាល  គ រខ្មេនកាងថ្ អ ុគម ៍  f   ខ្ជល រំតិ្្តឹ្មខ្ត្រន ល េះ 
                        [t0 – 3, t0 + 3]  
  2°)    បង្ហា ញថា  f   ជាអ ុគម ៍ នុងថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗនលើ   |R  ។ 
 3°) នអាយ នោយបញ្ញា  ់នហតុ្សល  វការបខំ្ប ជាន្រ  ហីវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍f   ្គប់រ ុំរ 
ខ្ជល  f   ជាប់ 
 4 °) 

       a ) រ រ្នងេត្នមើល   នុង រណីពិន្្ t0 = 0  ិង  t0 = -  

 
  ។  

នត្ើនយើងអារជឹងមុ នទ  វលទធសលន េះ 
     b )    គ រ្កាបថ្   f   រនំពាេះរ ួំ ទងំពីរខាងនលើថ្  t0 

 

 ចាំគ្ ើយ   
1° ) 
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 2° )  

  a ).    នោយ  f  ជាអ ុគម ៍មួប នយើង្ិ ា  f  នលើរន ល េះ្បខ្វងមួយមួប [t0, t0+2] ។ 
           នៅនលើរន ល េះន េះ  អ ុគម ៍  f ជាប់ ,  មា នជរនីវជាប់      នលើ ខ្លងខ្ត្្ត្ង់រ ុំរ 
t = t0 +   ។   ន្ពាេះនៅនលើរន ល េះ [t0, t0+   ិង[t0+, t0+2   ,   fជាអ ុគម ៍នងរ  ។  
 b ) . 
 
                   lim f(t)    =   lim (E)    = E 

                      t-> t0 +      t-> t0 +    
                  t < t0 +       t < t0 +     
   
                   lim f(t)  =   lim (-E)    = -E 

                      t-> t0 +     t-> t0 +    
                  t > t0 +      t > t0 +                              
        ជ នរនេះរ ួំ  f(t0+-0)  ិង f(t0++0)  ជារ ួំ ពិត្ នុង  |R  នហើយន្ែើ ឹង  E  ិង  - E ។ 
      ជ នរនេះ    t  = t0 +   ជារ ុំរោរ់្បនភ្ទទី ១ ។ 
 
  ៏ជ រាន ខ្ជរ : 
 
                   lim f(t)  =    lim (-E)       = -E 

                      t-> t0 +2     t-> t0 + 2   
                  t < t0 + 2     t < t0 +2                    
                                 

            ជ នរនេះ f(t0+2-0)  ជារ ួំ ពិត្ នុង   R    ិងន្ែើ ឹង   - E  ។ 
 c) អ ុគម ៍ f មា នជរនីវ នលើ ]t0,t0+[  ិងនលើ ]t0+t0+2[  នហើយ  f‘  ជាអ ុគម ៍នងរ  
(f’(t)=0)។លីមីត្ខាងនឆវង ិងខាងសារ ថំ្ អ ុគម ៍នជរនីវ្ត្ង់រ ុំរ t0+  ិងលិមីត្ខាងនឆវង 
 ិងខាងសារ ថំ្ អ ុគម ៍នជរនីវ ្ត្ង់រ ុំរ t0+2មា រ ួំ  នុង R នហើយលីមីត្ន េះ ន្ែើ ឹង  
0   ។ 
លទធសល a), b), c) ខាងនលើន េះ បង្ហា ញថា f ជាអ ុគម ៍ថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗនលើ [t0,t0+2]  
នហើយនលើ្ពីន េះនៅនទៀត្ fជាអ ុគម ៍មួបមា មួបន្ែើ ឹង 2 ជ នរនេះ  f ជាអ ុគម ៍ថាន  ់ 
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C1 នោយ ង់ៗនលើ R ។ 
 3°)  គណ នមគុណហវួ រនីយ 
        .    គណ   a0 

 

   = 
 

  
          

     

  

 

  
                 

     

    

    

  
 

                                                            = 
 

  
  [           =  0 

 

                         

 

 

                        
        .    គណ   an 

           = 
 

  
                  

     

  

 

 
                             

     

    
 

    

  
 

            =  

  
   [          )) -        ] –             )) -           ] ] 

           =  

  
             ) -          –            ) +             ] 

នោយ   
  sin(nt0 + 2n= sin(nt0)  ិង 
 sin(nt0 + n= (-1)nsin(nt0), នយើងបា  : 
 

                =  

  
               ) -          –          +               ] 

 

                      =  
  

  
 [       - 1]          

 

- នបើ n = 2p,                 = 1  , ជ នរនេះ   
                     

 
 

-  នបើ n = 2p+1,                    = -1  , ជ នរនេះ   
 
 
 

          

   = 0 

      = 
   

       
               

 

    = 0 
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 .   គណ    bn 

       
 

  
                  

     

  

 

 
                             

     

    
 

    

  
 

                   ជ រកាលខ្ជលនយើងគណ   an     ,   ប ទ ប់ពីគណ នយើងបា   : 
                  -   នបើ     n = 2p  ,       

                  -   នបើ    n = 2p + 1  ,   
                           
                                                
 នោយ f នៅ នុងថាន  ់C1 នោយ ង់ៗនលើ R ,្ទឹ្រីបទឌីរនី លអ ុញ្ញា ត្នអាយថា នៅ្ត្ង់រ ុំរ 
t ខ្ជល f ជាប់, ន្រ  ហីវួ រនីយថ្  f មា លីមីត្នៅរ  f ។ ជ នរនេះរនំពាេះរ ុំរទងំន េះ 
នយើងបា   : 
f(t) = 

  

 
     

              

    
           

             

    
                      

    

 
 
4°) 

្កាប-9-1-4-a      គ រតាម ិយម ័យ 

                   

 
 
 

                      នយើង្នងេត្ន ើញថារនំពាេះរ ួំ   t0 ,   អ ុគម ៍  f  ពុំខ្ម ជាអ ុគម ៍ន្្ 
                ន្ពាេះថា   :   (នមើល ិយម ័យ អ ុគម ៍  f )  

 
                f(0)  = E    0 
                f(-   = - E  

b2p  = 0   

      = 
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                   =>  f(-      -f(   
                f(    = - E 
 
                f(-    =  E  
                   =>  f(-       -f(    
                f(     =  E 
                                                  

                     ខ្ត្នយើងអារបរ រត្ថ្មលមលេះ  ខ្ជលអ ុគម ៍  f  យ នលើរន ល េះ្បខ្វងមួយមួប  
នជើមបនីអាយ  f  នៅជាអ ុគម ៍ន្្ 
       ឧទហរណ៍ជ រជា   : 
f(0)  = 0     ្នងេត្  នជើមប ីf នៅជាអ ុគម ៍ន្្ ោ៉ា ង 
f(t) = E   នបើ  t [0,       នហារណា្់្តូ្វ f(0)  = 0 ន េះរនំពាេះអ ុគម ៍ 

f(         ធមែតា។ ខ្ត្រនំពាេះអ ុគម ៍មួប f ្ត្ូវជ រ្ត្ង់   

f(t) = -E   នបើ  t    ,2     ខ្ជល  f( )  ជ រ ពីរ ួំ  (+E) ម  ជារ ួំ  (-E),   

f(2          នោយយ  f( ) = 0 ។ 
     
 

 នធវើរនបៀបន េះ ,   នោយ   f   នៅជាអ ុគម ៍ន្្    ន េះន្រ  ហីវ រនីយថ្   f  ជាន្រ   ី  
ខ្ជលមា ខ្ត្  sinus  នហើយរនំពាេះ្គប់ n N ,  an = 0 នហើយ  
      = 

  

       
                =   

  

       
   ន្ពាេះ  t0 = 0     ជ នរនេះ                          

នហើយនៅ្គប់រ ុំរខ្ជល   f  ជាប់ ,  នយើងបា  
f(t) =  f(t) = 

  

 
   

          

    
           

                     
 រ ឺ  (  នបើ្រន្រនអាយរាយ  ) 
f(t) = 

  

 
 (sin(t) + 

      

 
  +  

     

 
  + 

      

 
  + …….   ) 

រនំពាេះ  E = 2, នហើយ n = 7,   នយើងបា  : 

 f(t) = 
 

 
 (sin(t) + 

      

 
  +  

     

 
  + 

      

 
  ) នហើយខ្មេនកាងមា រាងជ រខាងន្កាមន េះ 

 
 
 

្កាប-9-1-4-b គ រតាមរ បម របា ម ពីការបខំ្ប អ ុគម ៍ f ជាន្រ  ហីវ រនីយ 
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    =  - 
 

 
 

្កាប-9-1-4-c   

្កាបន្រ  ហីវ រនីយ នោយយ  
E=2  ិង n = 7 ។រ រន្បៀបនធៀប  
្កាប-9-1-4-a  ិង ្កាប-9-1-4-b 
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រនំពាេះ      =  -
 

 
  នោយ្នងេត្ ្កាប-9-1-4-c នយើងអារបរ រអ ុគម ៍  f   ្ត្ង់រ ុំរមលេះ   

នជើមបនីអាយ f នៅជាអ ុគម ៍គ  (ន្ពាេះថារនំពាេះអ ុគម ៍ f គ ឬន្្ន េះន្រ  ហីវ រនីយ 
អារប្ងកញបា )នអាយខ្ត្រ ំ  ថ្ អ ុគម ៍f ្ត្ង់រ ុំរខ្ជលនយើងបរ រត្ថំ្លន េះជា 
រ ួំ ពិត្  នៅនលើរន ល េះ្បខ្វងមួយមួប ។ 
   ឧបមាជ រជានៅនលើរន ល េះ្បខ្វងមួយមួប [-,+] (នមើល្កាប-9-1-4-c) នយើង  ំត់្ 
អ ុគម ៍   f   នោយ : 
f(t) = -E   នបើ   t 𝜖 [  ,- 

 

 
 [ 

f (- 
 

 
 )  = 0 

f(t)  = E   នបើ   t 𝜖 -    , 
 

 
 [ 

f ( 
 

 
 )  = 0 

f(t) = -E   នបើ   t 𝜖 ]
 

 
,   ] 

             

 នយើងន ើញមា ខ្ត្្ត្ង់ រ ុំរ -  

 
   ិង  

 
   ន េះនទខ្ជលនយើងបរ រត្ថំ្លថ្ អ ុគម ៍ f   

នោយយ រ ួំ ពិត្  ្ យ (f (-  
 
 )  =  f ( 

 

 
 )  = 0 ), ជ នរនេះ នុងការគណ    a0 , an , bn       

 អាងំនត្្កាលអត់្មា បរ រត្ថំ្លនទ ។  នៅ នុង រណីន េះ  ( គឺថា  f  អ ុគម ៍គ  )  នយើងបា     
bn  = 0 n , នហើយន្រ  ហីវួ រនីយ ថ្ អ ុគម ៍ f  គឺជា ន្រ  នីោយមា ខ្ត្cosinus  ។ 

នោយ 
      = 

   

       
               

ន េះនយើងបា រនំពាេះ    =  -
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      = 
   

       
              

 

 
      (នោយ  sin (-x) = -sin (x) ) ជ នរនេះ  

              
 

 
       = sin [- (2p+1)( 

 

 
 )]  =  -  sin [ (2p+1) 

 

 
]      

 

        = 
  

       
             

 

 
       =   

  

       
      

 

 
 
 

 

 នៅ្គប់រ ុំរ   t   ខ្ជល  f    ជាប់ ,   នយើងបា  
 
                
                  រ ឺ
             f(t) =   

 
 (cos t –         

 
 +         

 
 –         

 
 + ........ ) 

  នោយយ  E= 2  ិង n=7 ន្រ  ហីវ រនីយ ថ្ អ ុគម ៍ f  គឺ  
f(t) =  

 
( cos(t) -         

 
 +         

 
 –         

 
 )  នហើយ ្កាបមា ទ្មង់ 

ជ រខាងន្កាមន េះ  (្កាប-9-1-4-d )។ 
 ្នងេត្ 
្កាប-9-1-4-c  ជា្កាប អ ុគម ៍  f គ រ នៅតាម ិយម ័យ រប្់អ ុគម ៍ f   រខំ្ណ  

្កាប-9-1-4-d វញិ គឺ គ រនោយន្បើរ បម រ បា ម ពីន្រ  ហីវ រនីយថ្ អ ុគម ៍ f  ។  
នបើកាលណា នគយ  n  កា ់ខ្ត្ធ ំន េះ ្កាប-9-1-4-d  ឹងមា ទ្មង់ កា ់ខ្ត្ជិត្ជ រ  
្កាប-9-1-4-c,       ។ 

      = 
  

 
 
     

      
 

f(t)  =    
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 នយើងបា ន ើញរួរម នហើយ (នមើល §8 . 6 )  ថា្ពិរ(3)ថ្ នស្តហវ ង  (spectre de fréquence)  

ថ្ អ ុគម ៍  f  ជាអ ុគម ៍ពី N   នៅ R   ំត់្នោយ  : 
 

                                                    n   ------    =    
    

  

                                             

                                                           

3
 ជា ័យធមែតា តាមពា យសាមញ្ា គឺ ការំ្ែីរ្មុេះពណ៌ន្ពាង្ពាត្ខ្ប នរញពីព លឺ ជ រជានៅនពលខ្ជល 
ព លឺន េះចាងំនៅនលើត្ប ងថ្ឆនជានជើម។ 

្កាប-9-1-4-d រនំពាេះ E= 2  ិង n=7 
f(t) =  

 
( cos(t) -         

 
 +         

 
 –         

 
 ) 
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                         នៅ នុង រណីទងំពីរ    t0  = 0       ិង      =   
 

 
      នយើងបា  

                                          = 0   (p𝜖N)    ិង 
                                            =   

 
.  

    
                                                             

                   ( ្គប់  អារម  ី    នៅជួរគត់្   ្ុទធមា ត្ថ្មល្   យ  )            
                       

 
 ្នងេត្ :     
  នយើងន ើញ្ពិរខាងនលើន េះ  នៅជខ្ជល ្គប់ត្ថំ្ល  t0  ។  ន្ពាេះថាជ រ  t0   គឺជ រ 
គល់ថ្ នពលនវោ  គឺថានយើងរ ិំល្ញ្ញា   នោយរ ួំ មួយ   
  នហើយនមគុណហវួ រនីយ ៏ផ្ទល ្់ពី   នៅ     

          នោយ           =          ( នមើលរនំណាទទី ២  )  ប ទ ប់ន េះ,   នហើយ 
                                  =              , នោយ           = 1,   ន េះ 
                                      | c’n | = | cn |  ។ 
           គឺរ បខាងនលើន េះនហើយ   ខ្ជលនយើងន ើញនៅនលើនអ្ ង់  (écran )  

ថ្ អាណាលី្ឺុន្ពរ  (analyseur de  spectre)  ។ 
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9-2 ចាំគ្ោទ-ទ៊ី២ 
្បធ្ល  :     នមគុណហវួ រនីយជា ុសំលិរ 
  1°)     នគនអាយអ ុគម ៍មួប  f ,   មា មួប 2 ,  នសទៀងផ្ទត់្ ឹងល េ័ណឌ ថ្ ្ទឹ្រីបទឌីរនី ល ។ 
 នមគុណហវួ រនីយ ជា ុសំលិរថ្   f    ្រន្រជា  cn ( f ) ។  ការរ ិំល  f   នោយរ ួំ    

នអាយអ ុគម ៍  g     ំត់្នលើ R នោយ   g(t) = f(t-)  
  រ របង្ហា ញថា   g   ជាអ ុគម ៍មួប ,  មា មួប 2 នហើយនលើ្ពីន េះនៅនទៀត្    នគបា   : 
                  (g)  =        (f) 
                                                 

  2°)  នយើងពិ ិត្យ្ញ្ញា ខ្ជលមា អ ុគម ៍មួប f  ជាគរំ  ។ f  មា មួប 2 នហើយ  ំត់្ 
នោយ 
   f(t) = sin(t) នបើ t  [0, ] 

   f(t) = 0        នបើ t  ], 2[ 

        a )   នុងត្រុំយអរត្   ណាល     គ រខ្មេនកាងថ្   f   នលើរន ល េះ [-3, 3] 
        b )  គណ នមគុណហវួ រនីយជា ុសំលិរ ថ្  f   នហើយទញយ  នមគុណហវួ រនីយ 
ជារ ួំ ពិត្    
        c )  បង្ហា ញថា្គប់រ ុំរថ្  R  ន្រ  ហីវួ រនីយ f  ន្ែើ ឹង f ( t ) . 
   3° )  នោយទញយ ពី្ ួំរពីមុ ,  រ ការបខំ្ប ជាន្រ  ហីវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍មួប,  

មា មួប 2   ំត់្នោយ : 
         g(t) = f(t-) 
 

    4°)    នគនអាយ្គប់រ ួំ   t    នុង  R 

 

                          
           

 
         ិង 

                    Ψ (t)  = 
           

 
                   

      a )  នោយន្បើលទធសលថ្ ្ ំ រទីពីរ ,  រ រទញយ ការបខំ្ប ជាន្រ  ហីវួ រនីយថ្  
អ ុគម ៍   ិង  
       b )  នអាយ  ន ាម (expression) ថ្   f   ិង  g    នោយន្បើអ ុគម ៍   ិង  ជាជ ួំយ 



Séries de Fourier – ANN Tay Kim- Mai 2004 - អត្ថបទន េះក៏មា ផ្សាយតាមប្បព ធ site internet : www.btkhmer.com ដែរ 

 Page 59 
 

       c )  បង្ហា ញថា្គប់រ ួំ    t    នុង  R   (t) = | (t)|  
             ទញយ ការបខំ្ប ជាន្រ  ហីវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍   t  |sin(t)|  ។ 
    
 ចាំគ្ ើយ : 
1°)     ្គប់រ ួំ  n  Z ,  នយើងជឹងនហើយថា   (រ បម រ (F - 8.3 -c) ទពំ័រ ៤១) 
  (f) = 

 

  
               

 
 dt   (ន្ពាេះ  T = 2    ិង    

  

 
  = 1)   (1) 

នជើមបបីង្ហា ញថា   g   មា មួប 2,  ្តូ្វបង្ហា ញថា :  g(t) = g(t+2)  

       តាម ិយម ័យ 
                    g(t) = f(t-)        (2) 
    ជ នរនេះ 
  g(t+2) = f[(t+2) - ] 

    = f(t+2- ) = f[(t- +2

   = f(t-) ន្ពាេះ f មា មួប (2) 

    = g(t) 

     រួមន្រ រីនៅ : 
  g(t+2) = g(t) ជ នរនេះ g មា មួប 2 
     បង្ហា ញថា :    (g)  =         (f) 

      នោយ g មា មួប 2 ,  ន េះ    (នោយ  (1) ) 
  (g) = 

 

  
             

    

 
 ,   រ ឺ

  (g) = 
 

  
               

    

 
     (នោយ  (2) ) 

                           
នោយន្បើអនងរជ ួំ្ u = t- នយើងបា  
  u = t -  t = u + 
  du = dt 

  នបើ t =    u = -   

  នបើ t = + 2  u = + 2 - 

ជ នរនេះ 
  (g) = 
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        =  

  
                  

      
   

 
         រន ល េះ [(-  ,(   + 2]  មា ្បខ្វង 2 ន្ែើ ឹងមួយមួបថ្ អ ុគម ៍  f(u)e-inu 
ជ នរនេះ 
                       

      

   
  =              

    

 
,   នហើយ    

 
  (g) = 

 

  
                  

      
   

  
        =         

 

  
             

    
 

]  
         =         (f)    (នោយ(1)  ិង  អនងររប្់អាងំនត្្កាល   ជាអនងរ គ  
 ( មិ នរញ្រី ) ,   នពាលគឺ :           

 

 
           

 

 
   =         

 

 
 

ជ នរនេះ នយើងបា : 
                      
   
 
 
 

 2°) 

a/ 
 

  (g) =         (f) 

f(t) 
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      b )  រ នមគុណជារ ួំ  ុសំលិរ 
   = 

 

  
             

 
 dt   

        = 
 

  
               

 
 dt  (ន្ពាេះ f(t) = 0 នៅរន ល េះ [      ) 

នោយ  sin(t) = 
                 

  
  ន េះ 

              =   

  
 (        -          ),    ជ នរនេះ 

       = 
 

  
  

 

  
                        

 

 
 dt    (3) 

 រនំពាេះ  n        ិង         ,     នយើងបា  

   =  

   
 [              

      
    

         

       
    

 
 
  ] 

នោយ        = cos (x) + i sin(x)  ,      =  cos(x) – i sin(x),  ន េះ 
   =   

   
  [  

      
 ( cos(1-n)  – 1) +  

      
  (cos(1+n) ) – 1) ] 

          
        (4) 
 
       ន្ពាេះថា : 
          =  cos(1-n)   +  isin(1-n)   = cos (1-n)  

   = -  

  
  [          

   
   +                 

   
 ] 
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នបើ n = 0 ,  1- n = 1 , cos (1-n)   = cos (                              

 

នបើ n = 1 ,  1- n = 0 , cos (1-n)   = cos (                                  cos (1-n)    =           

នបើ n = 2 ,  1- n = -1 , cos (1-n)   = cos (         

នបើ n = 3 ,  1- n = -2 , cos (1-n)   = cos (         

 
 

នោយ  n      ជ នរនេះ         

          

 នបើ  n = 2 p             (3)  នអាយ 

 

    = -  

  
  [           

    
   +                  

    
 ] 

        =  -  

  
  [   

    
   +          

    
  ]    

     =    

            
    

 
 
 
 
                               (5) 
                                                    
                           
                     

 នបើ  n =  2p + 1  ,  (4 )  នអាយ 
      = -  

  
  [          

   
   +                  

    
 ] 

        =  -  

  
  [    

   
   +          

    
  ]      (ន្ពាេះ           =  

      
  =  

  
 = 1) 

     =       
 
                                 (6) 

 
 រនំពាេះ  n = - 1     ិង   n = 1       នយើងគណ នោយខ្   

     = 
 

            
               

      = 0 ;  p    0 



Séries de Fourier – ANN Tay Kim- Mai 2004 - អត្ថបទន េះក៏មា ផ្សាយតាមប្បព ធ site internet : www.btkhmer.com ដែរ 

 Page 63 
 

 នបើ  n = - 1    ,   ( 3 )   នអាយ 
     =  

  
 .  

  
        

 
 – 1) dt 

       =  

   
  [   

  
          

 
   -         

 
  ] 

        = -  

  
        

     
 
 

 នបើ  n = 1   ,  (3)   នអាយ 
    =  

  
 .  

  
           

 
) dt 

       =  

   
  [     

 
  +   

  
          

 
   ] 

        =  

  
        

 
 
 

 នបើ  n = 0   ,  (4)   នអាយ   
                           
ការទញយ  នមគុណហវួ រនីយ ជារ ួំ ពិត្    
នយើងជឹងនហើយថា (នមើល រ បម រ F-8.3.c ទពំរ័ ៤១ )      នមគុណហវួ រនីយ ជារ ួំ  សំលរិ 

 ិងជារ ួំ ពិត្ មា ្មព ធ ាន  នោយ រ បម រ    =         

 
 n 𝜖     ិង         

ម៉ាាងនទៀត្នជើមបនីអាយរ ំ   ុសំលិរពីរន្ែើាន លុេះ្តាខ្ត្   ខ្សន រ ួំ ពិត្ទងំ្ងខាងន្ែើាន     
 ិងខ្សន រ ួំ  ិមិត្រ ទងំ្ងខាងន្ែើាន ។ 

នោយ្ ែត្       = 0 
     = 

 

 
   =>     = 

 

 
                                     

 

    = -  
  

         

   = 
 

  
 

   = 
 

 
 

 

   = 0 
 

   = 
 

 
 

   = 0  ;   = 
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   =         

 
  =  

  
 =  

   
  = -  

 
 i  =>    = 0   ិង   

 
 =  

 
    

(5) =>      = 
 

            
   =>   

 
 
(6) =>       = 0 ;  p    0  =>          p   1 

 
c )  នជើមប ឹីង្ និោា  ថាន្រ  ហីវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍  f  មា លីមីត្  f(t)  នយើង្តូ្វបង្ហា ញ 
ថា   អ ុគម ៍  f   នសទៀងផ្ទទ ត់្ ឹងល េ័ណឌ ទងំអ្់ថ្ ្ទឹ្រីបទឌីរនី ល  លពីមុ ជបំ ងនយើង 
បង្ហា ញថា  f       ជាអ ុគម ៍នៅ នុងថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗនលើរន ល េះ  [0, 2],  
ប ទ ប់ម នយើងបង្ហា ញថា  f   ជាអ ុគម ៍ នុងថាន  ់  C1 នោយ ង់ៗនលើ  R   ។ 
         តាម ិយម ័យ : 
                                        f(t) = sin(t) នបើ t  [0, ] 

   f(t) = 0        នបើ t  ], 2[ 

 

  នយើងន ើញថា  f  ជាអ ុគម ៍  ំត់្ ,   ជាប់ ិងមា នជរនីវជាប់នលើរន ល េះ [ 0, 2 ] ,  
ន្ៅខ្ត្្ត្ង់    រ ុំរ   t =    ិង   t  =  2 

                ន្ពាេះថា : 
                        -    នលើរន ល េះ   [0,  ]   អ ុគម ៍  f   :  t    sin (t)  ជាអ ុគម ៍  ំត់្ ,  

ជាប់មា នជរនីវជា   អ ុគម ៍ជាប់ ។ 
                   -     នលើរន ល េះ ]  , 2 [  អ ុគម ៍  f   ជាអ ុគម ៍នងរ ។ 
                   -     ឥ  វន េះនយើងរ លីមីត្ថ្ អ ុគម ៍  f   ិងអ ុគម ៍នជរនីវ   f ‘   
នៅ្ត្ង់រ ុំរ   t =      ិង     t = 2 

                       ) អ ុគម ៍  f   ជាប់ខាងនឆវង្ត្ង់   t =  , 

                                ជ នរនេះ f() = sin ( 

       f() = f()  = 0

     = 
 

            
 ិង    = 0 

      = 0  ;           = 0 
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f() = sin () = 0                     ជ នរនេះ   f                                                                                       
                                             

  ម៉ាាងនទៀត្             ជាប់ ្ត្ង់ t =  

                lim f(t)  = Lim (0) =  0,  ជ នរនេះ                       f()  = 0 

     t-->          t-->  

     t >        t >   
       

       ) 
                      lim f(t)  = Lim (0) =  0,   

     t-->2          t--> 2 

     t <  2       t < 2   

                           ជ នរនេះ       f(2)  = 0         ជារ ួំ ពិត្ នុង  R   នហើយន្ែើ ឹង  0   ។           

                   ) រនំពាេះអ ុគម ៍នជរនីវ  f‘  
               lim f’(t)  = Lim cos(t) =  - 1   

     t-->          t-->  

     t <        t <   
               
                 lim f’(t)  = Lim (0) =  0   

    t-->          t-->  

    t >        t >   

    ជ នរនេះ  f’( - 0)    ិង f’( + 0)  ជារ ួំ ពិត្ នុង  R   នហើយន្ែើជាលោំប់ 
                           ឹង  -1  ិង   0  ។ 

                 lim f’(t)  = Lim (0)  = 0 

    t--> 2         t-->2 

    t < 2       t < 2 
    ជ នរនេះ  f’(2 - 0)  មា នៅ នុង   R   នហើយន្ែើ ឹង   0  ។ 
 លទធសលទងំអ្់ន េះបង្ហា ញនអាយន ើញថា   f  ជាអ ុគម ៍ នុងថាន  ់ C1 នោយ ង់ៗ ។ 
នោយ  f   ជាអ ុគម ៍មួបខ្ជរន េះ    នោយមា មួបន្ែើ ឹង 2  ន េះ f   ៏ជាអ ុគម ៍ 
ថាន  ់  C1 នលើ  |R  ខ្ជរ ។  ជ នរនេះតាម្ទឹ្រីបទឌីរនី ល     នៅ្គប់រ ុំរខ្ជល  f  ជាប់ន េះ 
ន្រ  ហីវួ រនីយថ្   f  មា លីមីត្ន្ែើ ឹង f (t)  ។ 
 នោយ  f  ជាអ ុគម ៍ជាប់នលើ  |R ទងំម ល,  ន េះ្គប់រ ុំរ t   នុង |R នយើងបា   : 
                               (ការបខំ្ប ន្រ  ហីវួ រនីយ    ជារ ួំ  ុសំលិរ ) 
           
f(t) = 

 

 
 + 

 

  
     - 

 

  
       + 

 

 
  

     

      
  
     /  p           
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              ន្ពាេះ  

                                 = 0 

                                 

        ិង   (ការបខំ្ប ន្រ  ហីវួ រនីយ     ជារ ួំ ពិត្) : 

  
 (7) 
   ន្ពាេះ  f(t) =     +   sint  +    

  
   cos(2pt)    នហើយ                     = 0     

3°)  រ ន្រ  ហីវួ រនីយថ្ អ ុគម ៍ g    ំត់្នោយ g(t) = f(t-)    

នោយ្បលទធសលពីមុ   តាម្ ួំរនលម  1°)   នយើងជឹងថា 
  (g)  =      .  (f)    =        (f)  
នបើនយើងតាង    an(g)  ិង bn(g)  ជានមគុណហវួ រនីយជារ ួំ ពិត្ថ្ អ ុគម ៍  g 
ន េះនយើងបា   នោយ (7) : 
   (g) = (       (f)  =>    (g) =   (f) = 

 

 
   (រនំពាេះ  n = 0,  នមគុណ  f  ិង g ន្ែើាន ) 

   (g) = (       (f)  =>    (g) =     (f) =  - 
 

 
  (រនំពាេះ  n  = 1,  នមគុណ  f  ិង g សទុយាន ) 

                          (f) = 0   =>                           (g) = 0 
    (g) =            (f)  =>     (g) =     (f) =   

 

 
 

 នោយអ ុគម ៍  g   ជាអ ុគម ៍រ ិំលថ្ អ ុគម ៍  f    ន េះល េ័ណឌ ទងំអ្់ថ្ ្ទឹ្រីបទ 
ឌីរនី ល   ៏នសទៀងផ្ទទ ត់្ រនំពាេះអ ុគម ៍   g   ខ្ជរ ,    នហើយនៅ្គប់រ ុំរ   t    នុង  |R  ,  
នយើងបា   : 
   (8) 
 

្នងេត្ 
នយើងរង់ជឹងថានត្ើ្កាបថ្   (7)    ិង  (8)    មុ្ាន  ោ៉ា ងជ រនមររ ?នោយយ   p = 4 

(7) => f(t) =  
 

 
   

 

 
 sin(t)  +  

 

 
  

         

     
  
    

           f(-t)  =   
 

 
   

 

 
 sin(-t)  +  

 

 
  

           

     
  
    

នោយ   sin(-t) = - sin(t), cos(-t) = cos(t), ន េះនយើងបា        

      f(-t)  =   
 

 
  

 

 
 sin(t)  +  

 

 
  

          

     
  
    ,   គឺថា    f(- t) = g(t) 

f(t) =  
 

 
   

 

 
 sin(t)  +  

 

 
  

         

     
  
    

g(t) =  
 

 
  

 

 
 sin(t)  +  
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    (9)  

       (ជ នរនេះកាលណា នយើងជឹង រ ួំ  f(t)នយើងជឹងរ ួំ  g(-t)) 
 

នយើងរង់ជឹងថានត្ើ្កាបថ្   (7)    ិង  (8)    មុ្ាន  ោ៉ា ងជ រនមររ ?(នោយយ   p = 4) 

 

តារាងំត្ថ្មល f(t) 
 

F1 

t -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 

f(t) 0,550 0,002 
-0,001 0,000 0,270 

0,962 
0,752 

-0,008 
0,003 

-

0,002 

  

F2 t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

f(t) 0,036 0,839 0,912 0,133 -0,005 0,003 -0,010 0,657 0,989 0,414 0,006 

 

តារាងំត្ថ្មល g(t) 

 

G1 

t -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 

g(t) 0,006 0,414 0,989 0,657 -0,010 0,003 -0,005 0,133 0,912 0,839 

 

 

G2 
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
g(t) 0,036 -0,002 0,003 -0,008 0,752 0,962 0,270 0,000 -0,001 0,002 0,550 

 

 

 

g(t)  = f(- t) 

t 

f(t) 

្កាប ន្រ  ហីវ រនីយ ថ្ អ ុគម ៍ f, នោយយ  p = 4   
f(t) = =   

 

 
  

 

 
 sin(t)  - 

 

 
   

     

 
 + 
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្កាបទងំពីរ គ រនៅ នុង ត្្មុយ ខ្ត្មួយ 

 

g(t) 

t 

្កាប ន្រ  ហីវ រនីយ ថ្ អ ុគម ៍ g, នោយយ  p = 4   
g(t) = =   

 

 
  

 

 
 sin(t)  - 

 

 
   

     

 
 + 
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  4°)     

                      a )  នោយនគនអាយ        
           

 
         , ន េះ 

                        នោយន្បើរ បម រ     (7 )   នយើងបា  
     =   

 

 
  (

 

 
  

 

 
 sin(t)  +  

 

 
  

         

     
  
    ) + (

 

 
  

 

 
          

 

 
  

        

     
  
      ] 

   រ ឺ      
 
                 (10) 

g(t) f(t) 

t 

f(t) / g(t) 

 
 

     =  
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    ៏ជ រាន ខ្ជរ  ,   រនំពាេះ   Ψ (t)  = 

           

 
    នោយន្បើរ បម រ (7)  ជខ្ជល ,  នយើងបា   : 

 

Ψ       =   
 

 
  (

 

 
  

 

 
 sin(t)  +  

 

 
  

         

     
  
    ) - (

 

 
  

 

 
          

 

 
  

        

     
  
      ] 

   រ ឺ      
 
 
        (11) 

                        
 b)  គណ  ន ាម  f   ិង  g  នោយន្បើ  ិង  
              -    នោយ   
                                        

           

 
        

                                       Ψ (t)  = 
           

 
      ិង (9)  g(t)  = f(- t),  នយើងបា  : 

                    
           

 
    =  

          

 
                 f(t) + g(t)  =  2               

                           =>   
  

                 Ψ (t)  = 
           

 
   =  

          

 
             f(t) – g(t) = 2 Ψ (t)         

 
            (12) 
       (13) 
 
 
  c )   បង្ហា ញថា (t) = | (t)| 
             នោយន្បើ    (12)    ិង   (13) ,   នយើងបា  
                 

          

 
 

        =               

 
 

     នហើយតាម ិយម ័យថ្ អ ុគម ៍  f,     ន េះ 

       - នបើ t  [ 0,   ], ន េះ (t-)  [ - , 0 ],            
             

 
 

              =  
 
 ( sin(t) + 0) =  

 
 sin(t) 

Ψ       =   
 

 
  sin(t)   

f(t)  =      Ψ   ) 
 

g(t)  =      Ψ   ) 
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       - នបើ t  ]   ,2   [, ន េះ (t-)  ] 0,  [,            
             

 
 

       =  
 
 (0 + sin(     ))  =  

 
 (- sin(     ))   

       = -  
 
 ( sin(     ))  = -  

 
 ( sint) 

       =  
 
        ន្ពាេះ t  ]   ,2   [ , sint < 0 

                ជ នរនេះ -  
 
 ( sint) > 0 

      រួមន្រ រីនៅ : 
                    រនំពាេះ t  [ 0,    ],                      

 

 
                                                            

នោយ  ជាអ ុគម ៍មួប  ន េះរនំពាេះ  t R ,          (13-a)

  
     នោយ (11)    Ψ       =   

 

 
  sin(t)          

            

   នោយ  (10)  នយើងអារ្រន្រ : 
 
           
                      (14) 
 
        

 ្នងេត្   :      
 នយើងបា នឆលើយ  វ្ ំ រទងំអ្់ នុងរនំណាទន េះនហើយ    នជើមបទីញយ លទធសល 
នអាយបា   នលើ្ពីន េះនៅនទៀត្     ន េះនគអារបខ្ ថម  វ្ ួំរមលេះ   ជ រត្នៅន េះ   : 
          ្ ួំរទី ១ : 
      រ រគ ខ្មេនកាងថ្ អ ុគម ៍ Ψ       =   

 

 
  sin(t)   ិង  ខ្ជល  ំត់្នោយ (13-a) 

ថ្ រនំណាទយខាងនលើ 
         ្ ួំរទី ២ : 
              នសទៀងផ្ទទ ត់្រ បម រ   ( 14 ) ,   រនំពាេះ   t = 0    
      រនំលើយ 
      
 ទី ១   :     

            
 

 
            

        Ψ        =       
 

        = 
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Ψ       =   
 

 
  sin(t)   

Ψ        

t 

អនុគមន៍ខួប    ១ខួប = 2   
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ទី ២ :     រ បម រ  ( 14 )  នអាយ 
                                         = 

 

 
   

 

 
  

         

     
  
    ,        

នយើងជឹងនហើយថា រ បម រន េះ បា ម នោយការបខំ្ប ជា ន្រ  ហីវួ រនីយ ថ្ អ ុគម ៍ 
          ។ នហើយនោយ  អ ុគម ៍           នសទៀងផ្ទទ ត់្ ឹង ល េ័ណឌ ទងំអ្់ថ្  
្ទឹ្រីបទឌីរនី ល  ជ នរនេះ រនំពាេះ t = 0,           =           = 0 នហើយនបើរ ម រខាងនលើ 
ន េះ្តូ្វ ន េះនយើង្តូ្វបា    

 
   

 

 
  

         

     
  
     = 0  ខ្ជរកាលណា t = 0 រ ឺ

 

 
   

 

 
   

 

     

  
     = 0   

នជើមបគីណ            

     
  
       នយើងអារបខំ្ប   

      
   

  

               
   ជា 

  

               
  =  

    
  +  

    
     (1) 

- នជើមបរី ត្ថំ្ល   A ,   នយើងគុណ ន ាម  (1)  នោយនមគុណ (2p – 1 )  

នហើយប ទ ប់ពីលុប  វ  តារ ជ រាន   ន េះនយើងយ ត្ថំ្ល p  ខ្ជលនធវើនអាយ តារ   
(2p – 1 ) = 0    គឺថា  :  2p = 1 

(1)      (2p-1)      នអាយ  
        

               
  =        

      
  +        

      
   ,   រ ឺ

 

   
 

     
  =  A + 

       

      
 

                        

           
 

 
            

     

t 
 

អនុគមន៍ខួប    ១ខួប =    

 

  2  
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 រនំពាេះ   2p = 1 ,  នយើងបា    

   
   =  A  +     

   
   =>  A =  

 
 

- នជើមបរី  B ,  នយើងគុណ  ( 1 ) នោយ តារ     (2p + 1 )   ប ទ ប់ម នយើងយ ត្ថ្មល  
  2p = - 1 

(1)     (2p+1)   នអាយ 

       

               
  =        

    
  +        

      
 ,  រ ឺ    

 

 

         
  =        

    
  +  B 

          

      រនំពាេះ  2p = - 1           នយើងបា  : 
           

 

         
  =     

    
  +  B   =>  B = -  

 
 

         

      នោយ្នងេបនៅ   ( 1 )   នៅជា : 
 

 

               
  =    

 
  [  

    
  -  

    
 ]    (2) 

 

   នជើមបគីណ       =   

      

  
     ,  នយើង្រន្រ  ( 2 )   នោយនអាយត្ថំ្លនៅ  

 p = 1 , 2 , 3 .....   ( n – 1 ) ,  n 
                           
                   រនំពាេះ : 
p  = 1 ,        

 

   
                  =    

 

 
   [  

 

 
  -  

 

 
  ] 

p = 2 ,         
 

   
                   =    

 

 
  [  

 

 
  -  

 

 
  ] 

p = 3 ,         
 

   
                   =    

 

 
  [  

 

 
  -  

 

 
  ] 

p = 4 ,         
 

   
                    =    

 

 
  [  

 

 
  -  

 

 
  ] 

. 

. 

. 

p= n-1 ,  
 

             
        =    

 

 
  [  

 

    
  -  

 

    
  ] 

p= n ,     
 

            
         =    

 

 
  [  

 

    
  -  

 

    
  ] 

...................................................................................... 

នោយប   តាមជួរ              =       
 
 [ 1 -  

    
 ] 
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  ជ នរនេះប ទ ប់ពីប  តាមជួរ ,  នយើងបា  
                                  =  

 
 (1 -  

    
 ) 

               នហើយ              = S =  
 
   (ន្ពាេះ         

 

    
   ) 

              នហើយ  
 

   
 

 
   

 

     

  
     = 

 

 
   

 

 
 (

 

 
 )  =  0, ជ រខ្ជលនយើងរង់បង្ហា ញ ។ 

           ន េះ្ា ់ខ្ត្ជាភ្្ថុតាង ,   បង្ហា ញថានយើងអារបខំ្ប អ ុគម ៍មួបថាន  ់ C1 
ជាន្រ  ហីវួ រនីយបា  ។        
 
============================================================== 
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9-3 ចាំគ្ោទ-ទ៊ី៣ 
នគឲ្យ អ ុគម ៍     ពី        គ   មា មួប      ណំត់្នោយ            

  

 
   

នៅនលើរន ល េះ  ] 0 ,     ។            
1) រ  ន្រហីវួ រនីយ ថ្  អ ុគម ៍    នោយន្បើនមគុណ សំលិរ    
    នោយ    គណ     

       
  
     ,      

  
  
        ។ 

 
រនមលើយ      
 Fig-1       

 

្កាបពណ៌្ ហមន េះត្្មូវ ឹង រន ល េះ          ខ្ជលមា ្បខ្វង 2  គមួឺយមួប។ 
 

្នងេត្ 
នជើមបរី នមគុណហវួ រនីយ៉ា ជាទ នៅ នយើង្តូ្វជឹង អ ុគម ៍  ណំត់្ នុងរន ល េះមា ្បខ្វង 
មួយមួប   នហើយប ទ ប់ម  នយើងន្បើរ បម រ ខ្ជលឲ្យនមគុណ ជារ ួំ ពិត្ ឬ 
ជារ ួំ  សំលិរ នៅតាម្បធ្ល បទថ្ លហំាត់្។ 
នៅ នុងលហំាត់្ន េះ   តាម្បធ្ល បទ ្បខ្វងថ្ មួបគឺ 2  នហើយរនំពាេះ អ ុគម ៍ 
នគសាា ល់ខ្ត្ អ ុគម ៍           

  

 
    នុងរន ល េះ            ខ្ជលមា ្បខ្វង   

ខ្ត្ប៉ាុនណាណ េះ ។ខ្ត្នោយ្បធ្ល បទ្តូ្វខ្ត្ឲ្យអ ុគម ៍្បខ្វង មួយមួប នហតុ្ន េះនហើយបា  
ជានគបខ្ ថមនទៀត្ថា អ ុគម ៍មួបន េះជា អ ុគម ៍គ                   បា  ័យថា  
នៅ នុងរន ល េះ           ្កាបថ្ អ ុគម ៍មួបន េះ ឆលុេះ  ឹង្កាបថ្ អ ុគម ៍    នុង 
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រន ល េះ [        ។ នមើល       រ ប្កាបខាងនលើ   ខ្ជលនយើងគ រ្កាបថ្ អ ុគម ៍   
នៅ នុងរន ល េះ [           ប ទ ត់្ពណ៌្ ហម  ។  នយើងន ើញ ថា ្កាបន េះជាប ទ ត់្ មា  
្មីការ      

 

 
       ខ្ជលកាត់្តាមរណុំរ        )   ិងរណុំរ  (  

 
 ,    ។ ជ នរនេះ 

ប ទ ត់្ឆលុេះនធៀប ឹង អ័ េ            ្តូ្វកាត់្តាមរណុំរ        )   ិងរណុំរ  ( -  
 
 ,     

  ្មីការ        
 

 
      ។  

 រួមន្រ រីនៅ  អ ុគម ៍មួប    ន េះគឺ ៖ 
                   =      1-    

 
    នបើ              

                                    1 +   

 
   នបើ               

រ នមគុណ  សំលិរ 
         

  
         នោយ      =  

 
              

 
               

ទ ំ ់ទ ំងជាមួយ ឹង នមគុណ ថ្ រ ួំ ពិត្គឺ ៖ 
                         ិង      =       

 
             នហើយ    = -1 )   ិង     =       

នោយ អ ុគម ៍   ឆលុេះ នធៀប ឹងអ័ េ            នៅ នុងរន ល េះ           ខ្ជលមា ្បខ្វង មួយ 
មួប ន េះនយើងមិ ចាបំារ់ជឹង ្មិការថ្ អ ុគម ៍ន េះនៅ នុងរន ល េះ [       នទ ។ ការ 
ជឹង ្មិការថ្    នៅ នុង រន ល េះ [   ,     ន េះ្គប់្ា ់្្មាប់ គណ នមគុណ    ៖ 
   =  

 
              

 
      =  

  
 [       

 

  
        ]    នោយ     

  

 
    

  
 =   

     
 

  
 [      

 

  
         +       

 

 
        ] =  

  
 [        ] ,       =            

  
       

 ិង    =      
 

 
         ។  នយើងគណ     នោយជ រ អនងរ នជើមបឲី្យបា អាងំនត្្កាល 

ពី  0  នៅ    ជ រ    ។  នយើងតាងនោយ                     នយើងបា   (R1) : 
   =            

  
   =       

 

 
         (-     =         

 

 
                   

 
     

នោយ    អ ុគម ៍ គ                ជ នរនេះ   
   =            

 
    =           

 
    =            

 
   នោយ ជ ួំ្   នោយ    

ជ នរនេះ    =  

  
 [        ]  =  

  
               

 
      +             

 
   ] 

          =    

  
       

 

 
      +      ]    =  

 
 [      

 

 

          

 
   ] =  

 
 [      

 

 
             

                                                                                                       
    =   

 

 
 [      
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្នងេត្                                                                                                                                                                                                   
រ បម រ      ន េះ បា ន ើងនោយន្បើ្មែតិ្ មែថា អ ុគម ៍   គ  នធៀបនៅ ឹង អ័ េ          
នហើយ អ ុគម ៍    មា មួប      ។  គឺថានយើងពុំទ ់បា ន្បើ ្មីការ ថ្  អ ុគម ៍
  ខ្ជលបា   ណំត់្នៅ នុងរន ល េះ            ន េះនៅន ើយនទ ។ ការ្នងេត្ន េះ្ខំា ់ 
ណា្់  នុងការរ  នមគុណ ថ្  ន្រ  ហីវួ រនីយ  នបើកាលណា អ ុគម ៍ គ  នធៀបនៅ ឹង         ។ 
ពីន្ពាេះ       មិ ខ្ម ជារ បម រ ខ្ជលអារយ ម ន្បើបា  នោយម ពីវាមា នៅ នុង 
នមនរៀ ន េះនទ ជ នរនេះនយើង្តូ្វសាា ល់រនបៀបរ  រ បម រន េះ ។  
    ឥ  វនយើង ប រលហំាត់្ន េះត្នៅនទៀត្៖ 
នោយ អាងំនត្្កាលនៅ នុង រន ល េះ          ន េះនយើងសាា ល់ ្មីការថ្ អ ុគម ៍   
ជ នរនេះ នយើង ជ ួំ្នៅ នុង              នោយ  1-    

 
        

    =   
 

 
 [       

  

 
 

 

 
            =  

 
 [            

 

 
  -     

 

 

 
             

    =  
 
       

 
           

 

 
   =    

              
 

 
  

           

       
 

 
        

 

 

  
 

 
          

 

 
    =    

         

  
         

       
   

 

                         

                  រ បម រន េះ ន្បើបា ខ្ត្រនំពាេះ      ។ 
រនំពាេះ        តាម ិយម ័យ    =    

   =  
 
              

 
              =>      =  

 
     

 

  
   =  

  
 [        

 

  
 +        

 

 
] 

នយើងតាង                     
        

 

  
 =            

 

 
=          

 

 
  =         

 

 
 =         

 

 
 =       

 

 
 

ពីន្ពាេះ      ជាអ ុគម ៍គ  ។ ជ នរនេះ   
   =    =   

  
          

 

 
 =  

 
       

  

 

 

 
)    =  

 
 [     

 

 
 -  

 
     

 

 
]  

=  
 
       

 

 
 (  

 
) ] = 0    =>                           ។  ជ នរនេះ នយើងបា ៖ 

        
 

    
                

        (       
នជើមបរី  ន្រ  ហីវួ រនីយ  ្អ ុគម ៍  នយើង្តូ្វរ នមគុណ     ិង    នោយន្បើ 

   = 0 
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រ បម រ     =       

 
  រនំពាេះ      ៖ 

      

 
    

 

                  =      =  

                  នហើយ      ពីន្ពាេះ     
ជាខ្សន  ិមិត្រ ្តូ្វន្ែើ ឹងខ្សន  ិមិត្រថ្     ខ្ជលជារ ួំ ពិត្។ នោយ្កាប       ខាង 
នលើ    ជាអ ុគម ៍ថ្ ថាន  ់    ជ នរនេះនោយ្ទឹ្រីបទ           នយើងអារ្រន្រ ៖     
          

 

                           
    

 

     

  
  
                           

នោយ                   រនំពាេះ         ិង                   រនំពាេះ      
     =   

  
                

    =  

  
   

       
            

           

   រនំពាេះ        នោយ        នយើងបា   ៖ 
        

     

       
  
       ឬ    1 =   

     

       
  
                 

 
     

 

       
  
    

គណ   ៖     

  
  
     

នោយ ្ ំុំ                            ជ នរនេះ 
 

 

  
  
     =   

       
  
        

 

     
  
     =    

 
 +    

   
  
       =     

 
  +   

 
 

 

  
  
    

ជ នរនេះ    

  
  
       

 

 
 

 

  
  
    =   

 
   =>    

 
   

  
  
    =   

 
  =>    

  
  
    =  

 
   

  

 
  =   

 
 

ជ នរនេះ     
                                                        ិង     
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  
  
     = 

  

 
  

 

       
  
      =  
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9-4 ចាំគ្ោទ-ទ៊ី៤ 
នគឲ្យអ ុគម ៍    មា មួប    ន្្ នហើយ ណំត់្នោយ                  
            ។    
រ ររ  ន្រ  ហីវួ រនីយ ថ្  អ ិគម ៍   ។ 
រនមលើយ 
នៅ នុង្បធ្ល បទនគមិ បា ឲ្យនយើងគ រ្កាបថ្  អ ិគម ៍   ន េះនទ ។ នបើគ រ ្កាបមា  
រាងជ រត្នៅ ន េះ ៖ 
                             =>                     =                  
នបើ     

 

 
   ។   តារាង អនងរ ថ្        ិង   ្កាប៖    

  
រនំណាទន េះ មុ្ពីរនំណាទទី៣ ខ្ត្អ ុគម ៍    ន្្ នៅទីន េះ នហើយរនំពាេះ 
រនំណាទទី ៣  អ ុគម ៍    គ  ។   ជ នរនេះរនបៀបរ ជ រខ្ត្ាន  រហ ត្ម ជល់ ទ ំ ់ទ ំង 
      នៅ នុងរនំណាទទី ៣  គឺថានយើងបា ៖ 
នយើងបា   (R1) : 
   =            

  
   =       

 

 
         (-     =         

 

 
                   

 
     

នោយ    អ ុគម ៍ ន្្                 ជ នរនេះ   
   =            

 
    =            

 
    = -           

 
   នោយ ជ ួំ្   នោយ    

ជ នរនេះ    =  

  
 [        ]  =  

  
                

 
      +             

 
   ] 

          =    

  
       

 

 
       +      ]    =  

 
 [      

 

 

              

 
   ] = 

              
 
 [      

 

 
 [                 

  
    )] =  

 
      

 

 
                

នោយនៅ នុងរន ល េះ [ 0 ,                     ជ នរនេះនយើងបា ៖ 
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   =    

 
        

 

 
          =   

 
                  

 

 
        

 
          

 

 
 

     =    

 
                  

 

 
        

 
           

 

 
  =     

 
 [             ]  នោយ 

                
 

 
    ិង           

 
           

នជើមប ីគណ       ិង       នយើងនធវើនោយ ន្បើ អាងំនត្្កាលនោយខ្សន  (           
             ខ្ជលរលឹំ ន ើងវញិជ រខាងន្កាមន េះ ៖ 
នយើងជឹងថានជរនីវ   ថ្ អ ុគម៍          មា អនងរ      
                                                 នោយនធវើ 
្ពីមីទីវ (           ទងំ្ង់ខាង  នយើងបា  ៖ 
           =                    =>         =                    
ឬ         =               ខ្ជល ជារ ម រ ថ្  អាងំនត្្កាលនោយខ្សន  
 
  
នបើ្រន្រនោយអនងរ    នគបា ៖ 
 
                                                                                                              ( F1) 

 

 

ត្នៅន េះ នយើង ឹងន្បើ រ ម រ ខាងនលើន េះ នជើមប ីគណ   អាងំនត្្កាល ។ 
                

 

 
    

នយើងតាង                      
                                            

 

 
         

             
 

 
            

   -    
 

 

 

 
           =  -  

 
 [           

   -  
 
           

 ) ]  
  =     

 
  [       )  ]  =    

 

 
 (        =   

 
 (         ។ 

គណ           

 
          

នយើងតាង         =>           
                   =                     

 

 
         

      =             
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    =         
 

 
            

       
 

 

 

 
              =  (  

  

 
 )         

 

 
            

 

 
 

    =    

 
         +  

 
      នោយ         =            

 

 
 ។ 

គណ        =            
 

 
 

នយើងតាង                  
                                       

 

 
          

    = [    

 
           

       
 

 

 

 
          =    

 

 
  (  

 

 
)         

   =   

   [      – 1] 
     =   

 

  
              

ជ នរនេះ ៖ 
     =    

 
         +  

 
 [   

 

  
              ]   =    

  

 
           

 

  
            ] 

នយើង្ត្ ប់ម រ      =    

 
 [             ]   

   =      (      -  
 
    )  =          

 

 
 (          

 

 
 [    

 
           

 

              ) ] }                  
     =           

 
 (           

 

 
          +   

    ( 1 –      ) } 
 

ជ នរនេះ      =     

   
      –      ]        

នោយ    =       

 
  រនំពាេះ       នហើយនោយ     នៅ នុង (F2) មា ខ្ត្ខ្សន              

ជ នរនេះ រនំពាេះ           = 0   ិង     = 0  ពីន្ពាេះ   អ ុគម ៍ន្្  នហើយ 
     =  

   (         ) ។ ជាទ នៅ នយើងបា   
     =   

   
  
  (        )         =  

 
   

  
  
    [          ]          

នោយ អ ុគម ៍ ជាប់  នុង   នហើយបនំពញ ្ទឹ្រីបទ            ន េះនៅ នុង   
នយើងអារ្រន្រ ៖ 
        

 
   

  
  
    [          ]            (F3) 

នយើង្នងេត្ន ើញថា  តារ               =  0  កាលណា     ជារ ួំ គត់្ គ   
                 នហើយន្ែើ ឹង   2  កាលណា     ជារ ួំ គត់្ ន្្                     
ជ នរនេះ (F3)  នៅជា ៖ 
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 =   
 
  (        

 

  
         

 

  
             

 

       
           + ...) ។ 

្នងេត្ 
1- រនំពាេះ     

 

 
  នយើងបា   

  
 

 
) =   

 
 (  sin(  

 
   +  

        
 

 
  

 

       
 

 
       

 

       
         

 

 
 +………) 

នោយ                                =>    
 

 
 )  =  

 
  

 

 
  =   

 
 

  

 
 =   

 
 (  

       
  
            =>          

       
  
     =    

  
    (F4) 

រ បម រ (F4) ន េះ បង្ហា ញថា រ ួំ ពិត្   ខ្ជល បា នោយប   តួ្ទងំឡាយ ថ្  
ន្រ  ហីវួ រនីយ ខ្ជលមា រហ ត្ជល់ អ  រ ន េះ  ជារ ួំ ខ្ជលនយើងជឹងបា  ្តឹ្មខ្ត្ 
្បហា ់្បខ្ហលខ្ត្ប៉ាុនណាណ េះ (                  ពីន្ពាេះនយើងពុំអារនធវើនលមប   
ជល់អ  របា នទ ។ នហតុ្ន េះនហើយ ខ្ជលនគនៅថាជារ ួំ  អ្ ិទ          
             ។ 

2- តាមធមែតា តួ្ទងំឡាយថ្ ន្រ  ហីវួ រនីយ មា  អ ុគម ៍     សង  ិង     សង។ 
នហើយនយើងជឹងថា          ជាអ ុគម ៍ គ      ិង       ជាអ ុគម ៍ ន្្ ។  
នៅ នុង រនំណាទន េះ នយើងន ើញ ន្រ  ហីវួ រនីយថ្  អ ុគម ៍     មា ខ្ត្តួ្        ខ្ត្ 
ប៉ាុនណាណ េះ គឺថាាែ  តួ្         មួយនសាេះ ។  ន េះម ពីនហតុ្អវី ? នហតុ្ម ពី នោយ 
អ ុគម ៍    ន្ែើ ឹង ន្រ  ហីវ រនីយខ្ជលនយើង្តូ្វរ   ន េះនបើអ ុគម ៍   ខ្ជលនគឲ្យ 
ជាអ ុគម ៍ ន្្  ជ នរនេះ ន្រ  ហីវួ រនីយខ្ជលនយើងរ ន ើញន េះ  ៏្តូ្វខ្ត្ ជាអ ុគម ៍ 
ន្្ខ្ជរ  គឺថា តួ្  ីមួយៗ ថ្ ន្រ  ហីវួ រនីយ ជាអ ុគម ៍ន្្ នហើយនោយ អ ុគម ៍ 
      ជាអ ុគម ៍ន្្ នហតុ្ន េះនហើយបា ជា តួ្ថ្ ន្រ  នី េះ ្ុទធខ្ត្ ជា       ។ 
សទុយនៅវញិ នបើ អ ុគម ៍   ខ្ជល្ត្ូវរ ន្រ  ហីវួ រនីយ ជាអ ុគម ៍ គ  ជ រជានៅ នុង 
រនំណាទទី៣ ជានជើម   ន េះតួ្ទងំអ្់រប្់ ន្រ  ហីវួ រនីយ មា ្ុទធខ្ត្ជាអ ុគម ៍ 
        ន្ៅខ្ត្ពី       ខ្ជលជាតួ្ មិ ផ្ទល ្សរ រ្សាប់ ៕ 
  
                  ----------------   ចប់ ាំហាត់គ្ ើគ្សរ  ៊ីហ្វួរ ៊ីគ្យ -----------------------          
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10- តារាំងសេរ ៊ីហ្វួរីសេ ននអនុគមន៍ខួបខលះដែលជួបញឹកញាប ់                                              

 
 

 
 

f(t) = 1 សបើ t   [0,   

     = -1សបើ t   [ ,2 [ 
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 + 

     

 
 + 

     

 
 + ….) 

…………………………………… 

 
 

f(t) = t           សបើ t   [0,   

     = -t +2  សបើ t   [ ,2 [ 
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 + 

     

  
 + 

     

  
 + ….) 
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f(t) = t       សបើ  t   [0,   

      = t -2  សបើ t   [ ,2 [ 
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 + 

     

 
 - ….) 

 
 

 

 
    

f(t) = t សបើ  t   [0,    

 

      2( 
    

 
 + 

     

 
 + 

     

 
  + ….) 

 

 
…………………………………………….. 

 
f(t)  = sin(t)  សបើ  t   [0,   

      = - sin(t) សបើ t   [ ,2 [ 

 

   
 

 
 - 
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 + 

     

   
 + 

     

   
  + ….) 

…………………………………… 

 

 
 

f(t) = sin(t) សបើ  t   [0,   

      = 0        សបើ t   [ ,2 [ 

 
 

 
 + 

 

 
      

 

 
  

     

   
 + 

     

   
 + 

     

   
 +. 
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មាតិ្ោ ------------------------------------------------------------------------------------------------  ទុំព័រ 
អារមភ ថា………………………………………………………………………………..…........... ១ 
 បពវនោគ……………………………………………………………………………………………២ 
១- ្ញ្ញា ណ្វីត្ (notion de suite) ………………………………………………………២ 
២- ្ញ្ញា ណន្រ ី(notion de série) ………………………………………………………៣ 
៣- រ បម រមលេះ ថ្ អ ុគម ៍្តី្នកាណមា្ត្ …………………………………………៤ 
៤- ន្រ  ហីវួ រនីយ ……………………………………………………………………………………៥ 
៥- គណ នមគុណ     ិង            ……………………………………………………..៥ 
    ៥-១ គណ នមគុណ    ………………………………………………………………..៦ 
    ៥-២ គណ នមគុណ    ( n     …………………………………………………….៧ 
     ៥-៣ គណ នមគុណ    ( n     …………………………...............................៩ 
៦- ប ្សាយតាមថ្សទ្  ឡាពិជគណិត្ថ្ ខ្មេនកាង………………...............១៣ 
      ៦-១  ឧទហរណ៍ ……………………………………………………….....................១៤ 
      ៦-២ នបើ e ជាអ ុគម ៍គ   (   = 0,  n     ……........................……..........១៥     
      ៦-៣  លហំាត់្ ……………...............................................................…………១៧ 
៧- ឧទហរណ៍ ………………………………………………………………...............………១៨ 
     ៧-១   ឧទហរណ៍-1 …………..............................................…………….…… ១៨ 
      ៧-២   ឧទហរណ៍-2 ………...............................................……………………២៣ 
៨- ការបខំ្ប ជាន្រ  ហីវួ រនីយ…………………………………............................….…២៧ 
     ៨-១.  អ ុគម ៍មួបថាន  ់    នោយ ង់ៗ នលើ R……………………............…២៧ 
            A/   ការោរ់្បនភ្ទទី១ ………………………….....................................…២៧ 
            B/  អ ុគម ៍ ថាន  ់    នោយ ង់ៗ នលើរន ល េះ I = [a,b]    …............២៨ 

- នបើល េ័ណឌ  ទងំបីខាងន្កាមន េះនសទៀងផ្ទទ ត់្ទងំអ្់ាន .............២៨  
- ឧទហរណ៍-8-1……………................................................................……២៨ 
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