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ជំពូក-V  (Chapitre-V) 

ការពង្រីកតា្មពីជគណិតជាបនតបន្ទា ប់ នូវ
សញ្ញា ណ នន ចនួំន 

EXTENSIONS ALGEBRIQUES SUCCESSIVES 

DE LA NOTION DE NOMBRE. 
___________________________________________________ 
 

1.លនំ្ទដំ ើម  
ដ ើរដ ើបតតនឹរបាន បង្ហា ញនូវ កមមសិ ធិ ននចនួំនគត់ និរ  រដបៀបដ្វើដលខ ត ល 
ដ ើរធ្លា ប់ដង្បើជា្មមតា្ ដៅកនុរចនួំនគត់ ។ ឥឡូវដនេះ ដ ើរនឹរកណំត់នូវ រចន្ទ 
សមព័នធពីជគណិត ត លជាបាត (ជាង្គិេះ) ចដំ េះ សវ័ ស័តយទរំឡា នន ជំពូក-II ។ 
ដ ើមបងី្ហ  ល់  ដ ើរដាក់ កមមសិ ធិ សខំាន់ទរំបី  ននដលខបូកនិរដលខគុណ  ដៅជិត
គ្នន    ូចតដៅ៖ 

𝑎 +  𝑏 = 𝑏 + 𝑎 (𝑎 +  𝑏)  +  𝑐 =  𝑎 + (𝑏 +  𝑐)   𝑎 +  0 =  0 +  𝑎 =  𝑎 

𝑎𝑏  =  𝑏𝑎           (𝑎𝑏) 𝑐    =     𝑎  (𝑏𝑐)        𝑎 × 1  =   1  ×  𝑎 = 𝑎 

ដ ើរអាចសនមតដ ើ ថា « កនាេះង្គបុអាដបលីដ ៀរ » គឺសនំុំត លមាន វ ិ្ ីគណន្ទ 
បដំពញ ល័កខខណ័ឌ  ២   បូំរ គឺ  (ង្តលប់ និរ ផតុ )ំ ។ ដបើដលើសពីដនេះ មានធ្លតុ 𝑒 មួ  ត ល
មានកមមសិ ធិ   ូចធ្លតុសូនយ (0 )ចដំ េះដលខបូក និរ ូចជាធ្លតុ 1 ចដំ េះដលខគុណ   
ដន្ទេះដគថា 𝑒 ជាធ្លតុ « នប ុសកលឹរគ » នន កនាេះង្គុប។ 
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 ដ ើរអាចដមើលដឡើរវញិ នូវកមមសិ ធិទរំ ស់ត លបានស្គគ ល់ដ ើ  ចដំ េះដលខបូក 
ដ ើ  នឹរដមើលថាដតើដលខគុណ មានកមមសិ ធិ គូនឹរដលខបូក ឬដ  ដបើកាលណាដគ 
ជនួំសសញ្ញា  +  ដដា   សញ្ញា  ×    ដ ើ  0  ដដា   1។  
ឧទ រណ៍  ូចជា កមមសិ ធិ ៖      𝑎 + 𝑏 = 0 => ( 𝑎 = 0  និរ   𝑏 = 0) 
ត ល ង្បត ល គ្នន នឹរ ៖        𝑎 × 𝑏 = 1 => (  𝑎 = 1  និរ   𝑏 = 1) ។ 
  តត ការតបកគ្នន នឹរដលចដឡើរ ដៅដពលដ ើរសិកា ពីំ នំ្ទក់ នំរននលដំាប់ 
(𝑙𝑒𝑠 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠  𝑑′𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒) នន ដលខទរំពីរដនេះ ។ ពីដង្ េះ ការង្សដ ៀរគ្នន  នន នំ្ទក់ នំរ  
𝑏 ≤ 𝑎    កណំត់ដដា  ( ថាមាន 𝑐   មួ   ត លឲ្យ      𝑎 = 𝑏 + 𝑐 )  ដៅជា នំ្ទក់ នំរ 𝑏 I 𝑎  
កណំត់ដដា  ( ថាមាន 𝑐   មួ   ត លឲ្យ      𝑎 = 𝑏𝑐 ) ។  ដ ើរដ ើញថា   នំ្ទក់ នំរ  ី ១ 
កណំត់ លដំាប់ង្គប់ធ្លតុទរំ ស់ដលើ 𝑁 (𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡 𝑢𝑛 𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑠𝑢𝑟 𝑁) តត នំ្ទក់ នំរ 
 ី២កណំត់ លដំាប់តតដៅដលើមួ តផនកប ុដណាណ េះ នន 𝑁 (𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡 𝑠𝑒𝑢𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑢𝑛 𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒  
𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒𝑙)  ។ 
 ង្បដេ ខុសគ្នន នន ដលខបូក និរដលខគុណ ដលចដឡើរដៅដពលត លដគចរ់ពង្រីក 
សញ្ញា ណននចនួំន ដ ើមបឲី្យ វ ិ្ ីគណន្ទចរំាស (ដ្វើដលខតចក ឬ ដលខសរ) ដ្វើដៅ បានជា
និចច។  ជា បូំរ ដទេះបីជាដគពង្រីកយ រណាក៏ដដា   ក៏ការតចកចនួំនមួ  ដដា  ចនួំន
សូនយ (0 )ពុំអាចដ្វើបានដឡើ ។ ដដា ដ តុដនេះដគថា ចនួំនសូនយ មិនដសមើង្ជុរ 
(𝑖𝑟𝑟é𝑔𝑢𝑙𝑖𝑒𝑟) ចដំ េះដលខគុណ ដ ើ ង្គប់ចនួំនទរំ ស់ សុ ធតតដសមើង្ជរុ (𝒓é𝒈𝒖𝒍𝒊𝒆𝒓𝒔) 
ចដំ េះដលខបូក ។ 
មយ រដ ៀតដ ើមប ីអាចដ្វើដលខសរបានជានិចចដន្ទេះ ដគង្គ្នន់តត រួមចនួំនគត់ 𝑥 មួ មិន
សូនយ ដៅនឹរ ធ្លតុ (−𝑥) ដៅថា « ផាុ នន 𝒙  » (𝑜𝑝𝑝𝑜𝑠é à 𝑥)។ ដៅដពលដន្ទេះ 𝑎 −   𝑏 ដសមើ
នឹរចនួំនគត់ 𝑎 − 𝑏 ដបើកាលណា 𝑎 ≥ 𝑏  ដ ើ ដសមើនឹរ [ផាុ នន 𝑏 − 𝑎  ] 
 ដបើ  𝑏 > 𝑎 ។  
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  ការង្សដ ៀរគ្នន  នន (−𝑥) ចដំ េះដលខគុណ គឺ « ចរំាសនន 𝒙 » (𝑙′𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑥) ត លដគ
តា្រដដា   1

𝑥
 ។  តតការបញ្ចូ លនូវ ចរំាសននចនួំនគត់មិនសូនយ  មិនទន់ង្គប់ ង្គ្នន់

សង្មាប់វ ិ្ ីតចកដលខ ដដា ចនួំនគត់មិនសូនយដន្ទេះ  ឲ្យដ្វើដៅបានជានិចចដឡើ  ។ 
ពីដង្ េះ ផលតចក 𝑎  ដដា   𝑏 ដសមើនឹរចនួំនគត់ ឬក៏ ដសមើនឹរចរំាសននចនួំនគត់ លុេះង្តា្ 
តត [𝑎 តចកនឹរ  𝑏 ដាច់] ឬក៏ [𝑏 តចកនឹរ 𝑎 ដាច់] ។ 

2.លចំដំណា ននការពង្រីក (𝑷𝒓𝒐𝒃𝒍è𝒎𝒆𝒔 𝒅′𝒆𝒙𝒕𝒆𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏). 
ដ ើរដមើលឲ្យបាន ូល ូំលា  ដ ើ ឧបមាថាមានសនំុំ 𝐷 មួ  (សនំុំត លដ ើរដចញ
 ដំណើ រ) មានវ ិ្ ីគណន្ទ មួ ឬដង្ចើន (ជាចាប់កនុរ) ។ ដ ើរអាចដ្វើ 𝐷 ឲ្យកាន់តត្ ំដ ើមប ី
ឲ្យ « វ ិ្ គីណន្ទង្ាស » (𝑜𝑝é𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒𝑠)   ូចជា ការ ក ពីំចនួំនមួ  ត លដគ
ឲ្យ  ការតចកដដា ចនួំនមួ ត លដគឲ្យ  ការរករសឺកាដរននចនួំនមួ  អាចដ្វើ ដៅបាន
ដៅកនុរសនំុំពង្រីក 𝐸 ៖ ការពង្រីកតបបដនេះដៅថា « ការពង្រីកពីជគណិតនន 𝐷 » 
  (𝑢𝑛𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑎𝑙𝑔è𝑏𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑒 𝐷)។ 
 ដ ើមប ីកណំត់តា្មគណិតស្គស្តសតនូវការពង្រីកនន 𝐷 ដ ើរាប់ដផតើមដឡើរដដា ស្គរសរ់ 
នូវសនំុំ 𝑬 មួ  មានវ ិ្ ីគណន្ទង្សដ ៀរគ្នន នឹរវ ិ្ ីគណន្ទនន 𝑫 ។ ដ ើ ដ ើរ ក វ ិ្ ី 
គណន្ទ ផគូផគរនឹរគ្នន  កនុរ 𝐷 និរកនុរ 𝐸 ដដា មាន សញ្ញា  (𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒)  ូចគ្នន ។ បន្ទា ប់មក 
ដ ើរកណំត់ ការ នុវតតន៍ អារំសិច ីវ  𝑓 មួ ពី 𝐷  ដៅ   𝐸  ត លអាចឲ្យដ ើរស្គគ ល់ធ្លតុ 
𝑥  មួ នន 𝐷 ផគូ ដៅនឹរធ្លតុ 𝑓(𝑥) នន 𝐸 ។ ដ ើមប ីឲ្យការសគំ្នល់ដន្ទេះមិនជួបង្ប េះការផាុ  
គ្នន   ដន្ទេះង្តូវតត 𝑓 រកានូវកមមសិ ធិទរំ ស់ ឬនិយ មយ រដ ៀត ង្តូវ 𝑓 កណំត់នូវ   ីុសូ
ដមា  វីស (𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑠𝑚𝑒) ពី 𝐷  ដៅមួ តផនក នន 𝐸 ។  ីុសូដមា  វីស គឺជា ការ នុវតតន៍ ប ី
ដសច ីវ រវារ ពីរសនំុំមានរចន្ទសមព័នធ (𝑑𝑒𝑢𝑥 𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟é𝑠) ដ ើ ការ នុវតតន៍
ដន្ទេះ និរការ នុវតតន៍ង្ាសរបស់វា ង្តូវរកានូវរចន្ទសមព័នធទរំ ស់ ដន្ទេះដ ៀត។ ដ ើមប ី
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ការពង្រីកដនេះ  ដ ើរឧបមាថា 𝑫∗ កនាេះង្គុប អាដបលីដ ៀរ គឺថាជាសនំុំ ត ល វ ិ្ ីគណន្ទ
មានលកខណៈផតុ  ំនិរ លកខណៈង្តលប់  ត លកត់ដដា  * ។ ដៅដពល ដន្ទេះ ការពង្រីក 
(𝐸, 𝑓) មួ នន 𝐷∗ នឹរកណំត់ដដា  ៖ 
𝟏/ កនាេះង្គុប អាដបលីដ ៀរ 𝐸 ត លវ ិ្ ីគណន្ទកត់ដដា សញ្ញា    *  ូចគ្នន  
2/  អារំដសចសយុរ 𝑓 ពី 𝐷 ដៅកនុរ 𝐸  បដំពញ 𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) =  𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦), ∀𝑥 ∈ 𝐷, ∀𝑦 ∈ 𝐷 ។ 
ដបើ 𝐷មានធ្លតុ នប ុសកលិរគ 𝑒 ដៅដពលដន្ទេះ 𝑓(𝑒)ង្តូវតតជាធ្លតុ នប ុសកលិរគ ចដំ េះ 𝐸 ។ 
តតដ ើរដ ើបនឹរដ ើញថា សនំុំ 𝑁 ននចនួំនគត់  ជា កនាេះង្គុបអាដបលីដ ៀរ ចដំ េះដលខ 
គុណ ក៏ ូចចដំ េះដលខ បូក។ ចដំណា    ក(សរ)ដដា ចនួំន 𝑎  និរ ចដំណា តចក 
ដដា ចនួំន 𝑎  គឺជា ិ ឋភាពពីរ ននចដំណា តតមួ គឺ ៖   𝑎 និរ 𝑏 ជាពីរចនួំន នន កនាេះ
ង្គុប 𝐷  ចូររក ធ្លតុ 𝑥 មួ កនុរ 𝐷 ត លឲ្យ  𝑥 ∗ 𝑎 = 𝑏 ។ 
ចដំណា ដនេះ ង្ហ នឹរដដាេះង្ស្គ ដ  ដបើ 𝐷 មានធ្លតុ នប ុសកលិរគ 𝑒 ដ ើ ដបើមានធ្លតុ 
𝑎′ នន 𝐷 ដៅថា « ឆាុេះនន 𝒂 »  ( 𝑎′ 𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑑𝑒 𝑎)  ត លបដំពញ 𝑎 ∗ 𝑎′ =  𝑒 ។ ពីដង្ េះ
ថា   នំ្ទក់ នំរ  𝑥 ∗ 𝑎 = 𝑏  => 𝑥 ∗ 𝑎 ∗ 𝑎′ = 𝑏 ∗ 𝑎′  => 𝑥 ∗ (𝑎 ∗ 𝑎′) = 𝑏 ∗ 𝑎′ =>  
𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑏 ∗ 𝑎′ =>  𝑥 = 𝑏 ∗ 𝑎′។  ូដចនេះ ចដំណា ដនេះមានចដមាើ តតមួ គត់គឺ 𝑥 = 𝑏 ∗ 𝑎′ ។ 
 
 
 
ដៅដពលដន្ទេះ ដ ើរអាច ដាក់ចដំណា ជា ូដៅមួ  ដដា តលារថា៖ 

ចដំណា    
តតើមានធាតុណាខ្លះក្នុង ក្នលះគ្រុបអាតបលីត ៀង ដែលត ើងអាចត វ្ើឲ្យតៅជា  « អាចឆលុះ »   
តោ ត ើងពគ្ងីក្ 𝑫 តោ សមរមយ ? 

ដបើដ ើរសនមតថាធ្លតុ  « 𝒂 អាចឆាុេះ »   (𝑎  𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑠𝑎𝑏𝑙𝑒) កាលណា 𝑎  
មានធ្លតុឆាុេះ ( ូចជា 𝒂′)។   គឺថា  𝑎 ∗ 𝑎′ =  𝑒 

 
ធ្លតុឆាុេះ ( ូចជា 𝒂′)។   
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ជា បូំរដ ើរ បដរកើតល័កខខណ័ឌ  ជាាបំាច់ (𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑛é𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑖𝑟𝑒) [ដ ើរនឹរដ ើញថា 
ល័កខខណ័ឌ ដនេះក៏ង្គប់ង្គ្នន់ត រ ]  ដ ើមបឲី្យ ធ្លតុមួ ត លដគឲ្យនន 𝐷 អាចឆាុេះ ដដា ការ 
ពង្រីកនន 𝐷 ។ 

ល័កខខណ័ឌ  ជាាបំាច់ (𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑛é𝑐𝑒𝑠𝑠𝑎𝑖𝑟𝑒) 
 (𝐸, 𝑓) តា្រការពង្រីកនន 𝐷 ។ ដ ើមបសីង្មួលកនុរការសរដសរ ដ ើរសនមតសរដសរចដំ េះ 
ធ្លតុ 𝑥  មួ នន 𝐷  ចណំាដំដា   𝑓(𝑥) នន  𝐸 ។ ដ ើរសនមតថា 𝐸  មានធ្លតុ នប ុសកលិរគ 
𝑒 ដ ើ តា្រដដា  𝑎  ធ្លតុមួ នន 𝐷 ត ល មាន ធ្លតុឆាុេះ ដៅកនុរ 𝐸 ។  ូដចនេះធ្លតុឆាុេះ 𝑎′  
ដន្ទេះ ង្តូវបដំពញ 𝑎′ ∗ 𝑎 = 𝑒 ។  ូដចនេះ ដ ើរដ ើញថា  នំ្ទក់ នំរ 𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑎 ∗ 𝑦  => 
𝑎′ ∗ 𝑎 ∗ 𝑥 =   𝑎′ ∗ 𝑎 ∗ 𝑦   =>  𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑒 ∗ 𝑦  =>  𝑥 = 𝑦 ។  ូដចនេះ ដបើដ ើរ កតត ធ្លតុដៅ 
កនុរ 𝑫 ដ ើរអាចថា ៖    នំ្ទក់ នំរ  [  𝑥 ∈ 𝐷, 𝑦 ∈ 𝐷  ដ ើ   𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑎 ∗ 𝑦 ]  => 𝑥 = 𝑦 ។ 

និ មន័  
ដៅកនុរ កនាេះង្គបុអាដបលីដ ៀរ 𝑫   ធ្លតុ 𝒂 មួ ដសមើង្ជរុ កាលណា នំ្ទក់ នំរ  
𝒂 ∗ 𝒙 = 𝒂 ∗ 𝒚  =>    𝑥 = 𝑦  ។ 
     
ដដា  និ មន័ ដនេះ  ដ ើរអាតលារ ៖ 

ការដសនើ (V,2,1) 
ដ ើមបឲី្យធ្លតុ 𝒂 មួ  ននកនាេះង្គបុអាដបលីដ ៀរ 𝑫  ដៅជាធ្លតុ « អាចឆាុេះ » 
( 𝒆𝒔𝒕 𝒔𝒚𝒎é𝒕𝒓𝒊𝒔𝒂𝒃𝒍𝒆)បន្ទា ប់ពីបានពង្រីក 𝑫   ដន្ទេះ 𝒂 ង្តូវតតដសមើង្ជរុ ( 𝒂  𝒅𝒐𝒊𝒕 ê𝒕𝒓𝒆 
 𝒓é𝒈𝒖𝒍𝒊𝒆𝒓) ។ 

សដរកត 

http://www.btkhmer.com/


 
 

អាន តា្យគមី -ការបង្រកីសញ្ញា ណននចនួំន តា្មពីជគណិត- site:  www.btkhmer.com Page 6/78 

 
 

I.  ដគអាច បង្ហា ញកមមសិ ធិដនេះ ដដា សដរកតដ ើញថា ចដមាើ ននសមីការ  𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑏 នឹរ
មានកាន់តតដង្ចើន កាលណា ដ ើរពង្រីក 𝐷។ ដដា សមីការដនេះ ឲ្យចដមាើ តតមួ  គត់
កាលណា ធ្លតុ 𝑎  អាចឆាុេះ។  ូដចនេះ សមីការដនេះ មានយ រដង្ចើន  មួ ចដមាើ  កាលណា
មានការពង្រីក 𝐷 ត លដ្វើឲ្យ 𝑎  អាចឆាុេះ ។  បានន័ ថា 
  𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑎 ∗ 𝑦 => 𝑥 = 𝑦   គឺថា 𝑎 ដសមើង្ជុរ។ 
II. ចដំ េះការង្បតិបតតិ  ដគអាចនិយ ថា  ធ្លតុ 𝑎  ដសមើង្ជុរ  កាលណាដគអាច លប់ 𝑎 
ទរំសង្ហខ រ (𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑢𝑡 𝑠𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟 𝑝𝑎𝑟 𝑎) នន  នំ្ទក់ នំរ។   ូចជាកនុរ    𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑎 ∗ 𝑦 
ដបើ 𝑎  ដសមើង្ជុរ  ដគលប់ 𝑎 ទរំសង្ហខ រ  ដ ើ ដគបាន  𝑥 = 𝑦 ។ ដ តុដនេះដ ើ   បានជា 
ដគថា  ដបើង្គប់ធ្លតុននកនាេះង្គុប ដសមើង្ជុរ ដន្ទេះដគថាកនាេះង្គុបដន្ទេះបដំពញកបួនសង្មួល   
(𝑑𝑒𝑚𝑖 − 𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝𝑒 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑎𝑖𝑡 𝑙𝑎 𝑟è𝑔𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛)  ូចជាកនាេះង្គុបបូក ននចនួំន  
គត់។ តត ធ្លតុ សូនយ (0)  មិនដសមើង្ជុរដ  ដៅកនុរ កនាេះង្គុបគុណ ននចនួំនគត់។ ពីដង្ េះ 
0 × 5 = 0 × 6    មិនឲ្យ  5 = 6   ដ  ។ 

3. វ ិ្ ី  ឆាុេះ (𝑷𝒓𝒐𝒄é𝒅é 𝒅𝒆 𝒔𝒚𝒎é𝒕𝒓𝒊𝒔𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏). 
ឥឡូវដនេះដ ើរនឹរបង្ហា ញថា ល័កខខណ័ឌ ត លបានមកក៏ង្គប់ង្គ្នន់ត រ  ដដា បង្ហា ញ ការ
ដសនើជា ូដៅមួ   ូចតដៅដនេះ ៖ 
 

ការដសនើ (V,3,1) 
𝑫 ជាកនាេះង្គុបអាដបលីដ ៀរ  មាន នប ុសកលិរគ 𝒆។ ដៅដពលដន្ទេះ  មាន ការពង្រីក 
(𝑬, 𝒇) នន 𝑫 ត លបដំពញ ល័កខខណ័ឌ  ៖ 
I.ធ្លតុដសមើង្ជរុ នីមួ ៗនន 𝑫  មានធ្លតុឆាុេះ កនុរ 𝑬 ; 
II. ការពង្រីកនីមួ ៗនន 𝑫 ត លបដំពញលកខខណឌ  I  អាចបានដដា  ការពង្រីកនន 𝑬 ។ 
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ការបង្ហា ញ 
ដ ើរតា្រដដា  𝐷∗ សនំុំនន ធ្លតុដសមើង្ជុរនន 𝐷 ដ ើ ដដា  ∆  សនំុំនន គូ  (𝑎, 𝑏) ដដា  
  𝑎 ∈ 𝐷   និរ 𝑏 ∈ D∗ ។ ដ ើរសនមតសរដសរ   (𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎′, 𝑏′)  ដបើ 𝑎 ∗ 𝑏′ = 𝑎′ ∗ 𝑏 ។ 

ការបង្ហា ញ ការដសនើ(V,3,1)  ង្តូវតចកជាការបង្ហា ញនូវ ឡឹម (𝑙𝑒𝑚𝑚𝑒) ជាដង្ចើន  ូចតដៅ
ដនេះ ៖ 

ឡឹម- ី១ 
 នំ្ទក់ នំរ 𝜺 កណំត់ដដា  (𝒂, 𝒃) ≡ (𝒂′, 𝒃′)   ជា រឡឺាសយុរ សមមូល (𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  
𝒅′é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒍𝒆𝒏𝒄𝒆)  ដៅដលើសនំុំ ∆ = 𝑫 × 𝑫∗ ។ 

 
ការបង្ហា ញ 
a/  𝜺  ដរ  ផាិចសីុវ   ដបើកាលណា (𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎, 𝑏)   ង្តូវ ។ តា្មនិ មន័ របស់   𝜺  
(𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎, 𝑏)    𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎 ∗ 𝑏   ត លង្តូវ ។  ូដចនេះ    នំ្ទក់ នំរ 𝜺 ដរ  ផាិចសីុវ   ។ 
b/ 𝜺 ឆាុេះ  ដបើកាលណា (𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎′, 𝑏′)  =>  (𝑎′, 𝑏′) ≡ (𝑎, 𝑏) ។  តា្មនិ មន័ របស់ 𝜺              
             (𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎′, 𝑏′)     <=>  𝑎 ∗ 𝑏

′
=  𝑎

′
∗ 𝑏   (1 )  

              (𝑎′, 𝑏′) ≡ (𝑎, 𝑏)     <=>  𝑎′ ∗  𝑏 = 𝑎 ∗ 𝑏′     (2) 

ដដា  (1) = (2)    ូដចនេះ 𝜺 ឆាុេះ  ។ 
  
 c/ 𝜺 ង្តរ់សីុ ីវ  ដបើកាលណា (𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎′, 𝑏′) និរ  (𝑎′, 𝑏′) ≡ (𝑎′′, 𝑏′′)  ដន្ទេះដគង្តូវ 

បាន  (𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎′′, 𝑏′′) ។  ដ ើរ កកដនាម  𝑎 ∗ 𝑏′ ∗ 𝑏′′ ដ ើ ដ ើរដង្បើ  
(𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎′, 𝑏′)  <=>  𝑎 ∗ 𝑏′ = 𝑎′ ∗  𝑏   (3) 

និរ   (𝑎′, 𝑏′) ≡ (𝑎′′, 𝑏′′)  <=> (𝑎′ ∗ 𝑏′′ = 𝑎′′ ∗ 𝑏′)  (4) ។ ដដា កដនាមខារដលើ ៖ 
𝑎 ∗ 𝑏′ ∗ 𝑏′′ = 𝑎′ ∗  𝑏 ∗ 𝑏′′   ដដា  (3)  
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𝑎′ ∗  𝑏 ∗ 𝑏′′ = 𝑎′ ∗  𝑏′′ ∗  𝑏 (*  ង្តលប់  ចដំ េះ កនាេះង្គុប អាដបលីដ ៀរ )  
𝑎′ ∗  𝑏′′ ∗  𝑏 = 𝑎′′ ∗  𝑏′ ∗ 𝑏   ដដា  (4) 
𝑎′′ ∗  𝑏′ ∗ 𝑏 = 𝑎′′ ∗ 𝑏 ∗ 𝑏′     (*  ង្តលប់) 
 ូដចនេះ  𝑎 ∗ 𝑏′ ∗ 𝑏′′  = 𝑎′′ ∗ 𝑏 ∗ 𝑏′     =>  𝑎 ∗ 𝑏′′ = 𝑎′′ ∗  𝑏  (ពីដង្ េះ 𝑏′ ដសមើង្ជុរ) 
តា្មនិ មន័  𝑎 ∗ 𝑏′′ =  𝑎′′ ∗  𝑏    <=>  (𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎′′, 𝑏′′)   ូដចនេះ  𝜺 ង្តរ់សីុ ីវ ។  

ការកត់ង្តា្ 

ដ ើរតា្រដដា  𝐸  សនំុំដជើរលពវ (𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡) នន ∆ ដដា  នំ្ទក់ នំរ សម

មូល 𝜀 គឺថាជា ថាន ក់សមមូល ម ូឌុចឡូ 𝜀 ( 𝐸 = 
∆

𝜀 
 )   ដ ើ ដ ើរតា្រដដា  ((𝒂, 𝒃)) 

ថាន ក់សមមូល ត លមានគូ (𝒂, 𝒃) ជាធ្លតុ។ 

ឡឹម- ី២ 
ដគមាន ចាប់កនុរមួ   (une loi interne) ដលើ ∆ ដដា កណំត់ការផសធំ្លតុពីរ (𝒂 , 𝒃) និរ  
(𝒄 , 𝒅)នន ∆  ដដា ៖  
(1)                           (𝒂 , 𝒃) ∗ (𝒄 , 𝒅) =  (𝒂 ∗ 𝒄 , 𝒃 ∗ 𝒅) 
ថាន ក់ សមមូល ននធ្លតុផសដំដា  ពីរធ្លតុនន  ∆  ជាប់ទក់ រតតនឹរ ថាន ក់សមមូលននធ្លតុ 
ទរំពីរដន្ទេះតតប ុដណាណ េះ។  ូដចនេះដគបាន ចាប់កនុរដលើ 𝑬 ដដា ដាក់៖ 
(2)                        ((𝒂 , 𝒃)) ∗ ((𝒄 , 𝒅)) =  ((𝒂 ∗ 𝒄 , 𝒃 ∗ 𝒅))  ។ 

បានន័ ថា ចាប់កនុរ (*)1 ត លកណំត់ ដលើសនំុំ ∆  ចាប់កនុរ (*)  ត លដនេះ ក៏ជាចាប់ 

 

1  កយថា ចាប់កនុរ (loi interne)បានន ័ថា ដបើកាលណាដគ ក ធ្លតុពីរនន ∆ មកគណន្ទដដា  
ចាប់កនុរដន្ទេះៗ ដគបានផលជាធ្លតុលមីមួ ដ ៀត ដៅកនុរ ∆   ត ល ។ ឧទ រណ៍  ដៅកនុរ N 
ននចនួំនគត ់ដលខ បូក ជាចាប់កនុរ  ូចជា  2 + 7 = 9 ។  តត ចដំ េះដលខសរវញិ   2 – 7 = -5 
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កនុរ កណំត់ ដលើសនំុំ   ( 𝐸 = 
∆

𝜀 
 )   ននថាន ក់សមមូលត រ។ ដ ើ ថាន ក់សមមូល 

ផសដំដា ចាប់កនុរ   ពីំធ្លតុពីរ ននថាន ក់សមមូល  មិនជាប់ទក់ រនឹរធ្លតុណាមួ ត ល 
ធ្លតុទរំពីរដន្ទេះ ជា ណំារដឡើ ។  ចូរតវកតញកឲ្យចាស់រវារ ចាប់កនុរ (*)  និរ 

 នំ្ទក់ នំរ សមមូល 𝜀 ៖ 
ចដំ េះ ចាប់កនុរ  « ∗ »  ដលើ ∆ =  𝐷 × 𝐷∗     :   (𝑎 , 𝑏) ∗ (𝑐 , 𝑑) =  (𝑎 ∗ 𝑐 , 𝑏 ∗ 𝑑) 

ចដំ េះ  នំ្ទក់ នំរសមមូល  « 𝜀 » ដលើ ∆ :  (𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎′, 𝑏′)  <=>  𝑎 ∗ 𝑏′ = 𝑎′ ∗  𝑏   

 សនំុំននថាន ក់សមមូល គឺ 𝐸  ត លដគដង្ចើនសរដសរ 𝐸 = ∆ 𝜀⁄   ។ 

បង្ហា ញ 
ដ ើមបបីង្ហា ញថា  (1)កណំត់វ ិ្ ីគណន្ទដលើ ∆    ដន្ទេះដគង្គ្នន់តតបង្ហា ញថា    ដបើកាល 
ណា 𝑏 និរ  𝑑  ជាធ្លតុដសមើង្ជុរនន 𝐷  ដន្ទេះធ្លតុផស ំ𝑏 ∗ 𝑑 ក៏ជាធ្លតុដសមើង្ជុរនន 𝐷 ត រ ។ 
ដបើ 𝑏 ដសមើង្ជុរ   នំ្ទក់ នំរ 𝑏 ∗ 𝑑 ∗ 𝑥 = 𝑏 ∗ 𝑑 ∗ 𝑦  =>  𝑑 ∗ 𝑥 = 𝑑 ∗ 𝑦  ត លឲ្យ 𝑥 = 𝑦 ដបើ 
𝑑   ដសមើង្ជុរ។   ូដចនេះ  ( 𝑏 ∗ 𝑑) ∗ 𝑥 = (𝑏 ∗ 𝑑) ∗ 𝑦   => 𝑥 = 𝑦    ូដចនេះ (𝑏 ∗ 𝑑) ដសមើង្ជុរ កាល
ណា 𝑏 និរ 𝑑  ដសមើង្ជុរ។ 
ដ ើមបបីង្ហា ញថា ថាន ក់សមមូល ((𝑎 ∗ 𝑐 , 𝑏 ∗ 𝑑))  ជាប់ទក់ រតតនឹរ ថាន ក់សមមូល 
((𝑎, 𝑏))   និរ  ((𝑐, 𝑑))  ដគង្គ្នន់តតតា្រំថា  ៖ 
     (A1)              (𝑎, 𝑏)      ≡    (𝑎′, 𝑏′)  
    (A2)               (𝑐, 𝑑)      ≡    (𝑐′, 𝑑′) 
             ដន្ទេះដគបាន       ↓↓ 
   (A3)     (𝑎, 𝑏) ∗  (𝑐, 𝑑)   ≡    (𝑎′, 𝑏′)  ∗   (𝑐′, 𝑑′)      ?    
ដដា  ចាប់កនុរ   (A3) ដៅជា ៖ 

 

ដដា  -5 មិនដៅកនុរ N  ូដចនេះ  ដលខសរ  មិនតមនជា ចាបក់នុរ នន N ដ ។   
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(𝑎 ∗ 𝑐, 𝑏 ∗ 𝑑)  ≡   (𝑎′ ∗ 𝑐′, 𝑏′ ∗ 𝑑′)   <=>  (𝑎 ∗ 𝑐) ∗ (𝑏′ ∗ 𝑑′) =  (𝑎′ ∗ 𝑐′) ∗ (𝑏 ∗ 𝑑) ឬ  
 𝑎 ∗ 𝑐 ∗ 𝑏′ ∗ 𝑑′ =  𝑎′ ∗ 𝑐′ ∗ 𝑏 ∗ 𝑑 (ពីដង្ េះដដា  * ផតុ  ំ ដន្ទេះដ ើរអាចលប់វរ់ង្កចកបាន) 

ដដា ដង្បើ (A1) =>  𝑎 ∗ 𝑏′ = 𝑎′ ∗ 𝑏  (B1)     ដ ើ  (A2) => 𝑐 ∗ 𝑑′ = 𝑐′ ∗ 𝑑  (B2) 
ដដា  * ង្តលប់ ពីដង្ េះ កនាេះង្គុប អាដបលីដ ៀរ ដន្ទេះ 𝑎 ∗ 𝑐 ∗ 𝑏′ ∗ 𝑑′ =  𝑎′ ∗ 𝑐′ ∗ 𝑏 ∗ 𝑑 
អាចសរដសរជា៖  𝑎 ∗ 𝑏′ ∗   𝑐 ∗ 𝑑′  =  𝑎′ ∗  𝑏 ∗  𝑐′ ∗  𝑑  ត លង្តូវដដា  (B1)និរ (B2) ។ 
 ូដចនេះ (A3)ង្តូវ  ដបើកាលណាដគមាន (A1)និរ (A2)។  ូដចនេះដ ើរបានបង្ហា ញ ឡឹម- ី២។ 
 

ឡឹម- ី៣ 
សនំុំ E ត លមានរដបៀបគណន្ទកណំត់ដដា  (2) ជាកនាេះង្គបុអាដបលីដ ៀរ ដ ើ មាន 
ថាន ក់ ((𝒆, 𝒆))  ជា  នប ុសកលិរគ។ 
 
បង្ហា ញ 
a/ ង្តូវបង្ហា ញ ∗ ង្តលប់ កនុរ E៖ 
((𝑐, 𝑑)) ∗ ((𝑎, 𝑏)) = ((𝑐 ∗ 𝑎, 𝑑 ∗ 𝑏)) = ((𝑎 ∗ 𝑐, 𝑏 ∗ 𝑑)) = ((𝑎, 𝑏)) ∗ ((𝑐, 𝑑)) ។ 
 b/ ង្តូវបង្ហា ញ ∗ ផតុ  ំ កនុរ E  ៖ 
[((𝑎, 𝑏)) ∗ ((𝑐, 𝑑))] ∗ ((𝑔, 𝑓))  =((𝑎 ∗ 𝑐, 𝑏 ∗ 𝑑)) ∗ ((𝑔, 𝑓)) = ((𝑎 ∗ 𝑐 ∗ 𝑔, 𝑏 ∗ 𝑑 ∗ 𝑓)) ដដា (2)  

  = ((𝑎 ∗ (𝑐 ∗ 𝑔), 𝑏 ∗ (𝑑 ∗ 𝑓))  ពីដង្ េះ ∗  ផតុ កំនុរ 𝐷 
= ((𝑎, 𝑏)) ∗ [((𝑐, 𝑑) ∗ (𝑔, 𝑓))] ។   ូដចនេះ ∗ ផតុ  ំ កនុរ E  ។ 
c/ ង្តូវបង្ហា ញ  (𝑒, 𝑒) ជាធ្លតុ នប ុសកលិរគ  កនុរ E  ៖ 
((𝑎, 𝑏))  ∗ ((𝑒, 𝑒)) = ((𝑎 ∗ 𝑒, 𝑏 ∗ 𝑒)) = ((𝑎, 𝑏))  ពីដង្ េះ 𝑒 ជាធ្លតុ នប ុសកលិរគ កនុរ 𝐷 ។ 
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ឡឹម- ី៤ 
ការ នុវតតន៍ 𝑓 កណំត់ដដា  𝑓(𝑎) = ((𝑎, 𝑒))  ជាអារំដសចសយុរ (𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛) ពី 𝐷 ដៅ 
កនុរ 𝐸  ដ ើ  𝑓ក៏បដំពញនូវ  ីុសូដមា  វីស (𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑠𝑚𝑒) ពី 𝐷 ដៅកនុរតផនកមួ នន 𝐸 ។ 
 

បង្ហា ញ 
តា្មនិ មន័  𝑓 អារំដសច ីវ កាលណា 𝑓(𝑎) =  𝑓(𝑏)  =>  𝑎 = 𝑏 
𝑓(𝑎) =  𝑓(𝑏)  =>  ((𝑎, 𝑒)) = ((𝑏, 𝑒))  =>  𝑎 = 𝑏 ពីដង្ េះ គូពីរដសមើគ្នន  => ធ្លតុមួ ៗ ក៏ដសមើ
គ្នន  ។ មយ រដ ៀត តា្មនិ មន័  𝑓(𝑎) = ((𝑎, 𝑒))  ដ ើរបាន៖ 
𝑓(𝑎) ∗ 𝑓(𝑏) = ((𝑎, 𝑒)) ∗ ((𝑏, 𝑒)) = ((𝑎 ∗ 𝑏), (𝑒 ∗ 𝑒)) = (((𝑎 ∗ 𝑏), 𝑒)) = 𝑓(𝑎 ∗ 𝑏)ដ ើ  
𝑓(𝑒) = ((𝑒, 𝑒)) ។   ូដចនេះ ដ ើរបាន  𝑓(𝑎 ∗ 𝑏) =  𝑓(𝑎) ∗ 𝑓(𝑏) និរ 𝑓(𝑒) = ((𝑒, 𝑒)) ។ 
𝑓  អារំដសច ីវ  និរ 𝑓(𝑎 ∗ 𝑏) =  𝑓(𝑎) ∗ 𝑓(𝑏) ដ ើ   𝑓(𝑒) = ((𝑒, 𝑒))   ូដចនេះ 𝑓 ជា   
 ីុសូដមា  វីសពី 𝐷 ដៅ  𝑓(𝐷)។ 
      

ឡឹម- ី៥ 
ដបើ 𝒂 ជាធ្លតុដសមើង្ជរុ នន 𝑫  ដន្ទេះធ្លតុ ((𝒂, 𝒃)) នន 𝑬 មាន ((𝒃, 𝒂)) ជាធ្លតុឆាុេះ ។ ជា
ពិដសស រូបភាពដដា  𝒇 ននធ្លតុ 𝒂 មួ ដសមើង្ជរុដៅកនុរ 𝑫  គឺធ្លតុ ((𝒂, 𝒆)) នន 𝑬 
ត លមាន ធ្លតុឆាុេះ ((𝒆, 𝒂)) ។  ដ ើ ដបើង្គប់ធ្លតុនន𝑫 ដសមើង្ជរុ ដៅដពលដន្ទេះ 𝑬ជាង្គបុ 
អាដបលីដ ៀរមួ  ។ 
 
 ឡឹម- ី៥ ដនេះ បានមកពី ឡឹម  ី១  ី២  ី៣  ី៤ ដ ើ ថា 𝐸ជាង្គុបអាដបលីដ ៀរ 
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មួ   បានមកដដា ដគសនមតថា ង្គប់ធ្លតុនន 𝐷 សុ ធតតដសមើង្ជុរ។ ពីដង្ េះ ពី ឡឹម ី១ 
 ល់  ល់ ី ៤  ដគសនមត់ ង្តឹមង្គប់ធ្លតុនន 𝐷∗ដសមើង្ជុរ  និរ  ∆ = 𝐷 × 𝐷∗  ដ ើ  
𝐸 =  ∆ 𝜀⁄  ។   ូដចនេះ កនុរគូ (𝑎, 𝑏)  នន នំ្ទក់ នំរសមមូល ε     𝑏ង្តូវតតដៅកនុរ 𝐷∗  បាន

ន័ ថា 𝑏 ជាធ្លតុដសមើង្ជុរ   តតចដំ េះធ្លតុ 𝑎 វញិត លដៅកនុរ 𝐷 មិនាបំាច់ជា  
ធ្លតុដសមើង្ជុរដ  ៖ ចរ់ 𝑎  ដសមើង្ជុរក៏បាន មិនដសមើង្ជុរក៏បាន។  តតដបើ 𝑎  ដសមើង្ជុរ ដន្ទេះរតិ
តតង្បដសើដៅដ ៀត ចដំ េះ  នំ្ទក់ នំរសមមូល ε ។     ដ ើ ដៅដពលដន្ទេះ ដ ើរអាច 
 ក គូត លមាន ង្មរ់ (𝑎, 𝑎)  មកបញ្ចូ លកនុរ  នំ្ទក់ នំរ ε  ដន្ទេះ បាន។ តា្មនិ ម
ន័   នំ្ទក់ នំរសមមូល ε ដ ើរដ ើញថា 
ដបើ 𝑎 និរ  𝑏 ដសមើង្ជុរ ដន្ទេះ (𝑎, 𝑎)  ≡ (𝑏, 𝑏)  ពីដង្ េះ  𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎  ង្តូវដដា  *  ង្តឡប់ ។ 
ដដា  (𝑎, 𝑎) ≡ (𝑒, 𝑒)   ូដចនេះ  គូត លមានធ្លតុ ូចគ្នន  ដ ើ  ដសមើង្ជុរ គូទរំដន្ទេះ ង្បមូល 
ផតុបំានជាថាន ក់មួ តា្រដដា   ((𝑒, 𝑒))  ដ ើ  ថាន ក់ដន្ទេះ ជា ធ្លតុនប ុសកលិរគននសនំុំ 𝐸 ។ 
ដៅកនុរ ឡឹម ី៥  ដគថា ៖ ដបើ 𝒂  ដសមើង្ជរុ  ដន្ទេះ  (𝒂, 𝒃) ∗ (𝒃, 𝒂) = (𝒆, 𝒆) 
ពីដង្ េះតា្មនិ មន័  ∗,  (𝑎, 𝑏) ∗ (𝑏, 𝑎)  = (𝑎 ∗ 𝑏, 𝑏 ∗ 𝑎) = (𝑎 ∗ 𝑏, 𝑎 ∗ 𝑏) ≡   (𝑒, 𝑒) ។ 
រួមដសចកតីដៅ  ឡឹមទរំ ស់ ាប់តា្រំពី ឡឹម ី១ រ ូត ល់ឡឹម ី៥ បង្ហា ញនូវ 

តផនក  (I)  នន ការដសនើ-(V,3,1) ។ 
   ដ ើមបបីង្ហា ញ តផនក (II)នន ការដសនើ-(V,3,1)  ដ ើរ ក ការពង្រីកជា្មមតា្មួ  
(𝐸1, 𝑓1) នន 𝐷  ត លបដំពញ ល័កខខណ័ឌ   (I)  ដ ើ ដ ើរ ចណំា ំធ្លតុ 𝑥 មួ នន 𝐷 ដដា  
ធ្លតុ 𝑓1(𝑥) ជារូបភាពនន 𝑥 ដដា   𝑓1 ដៅកនុរ 𝐸1 ។ 

ដដា ថា ការពង្រីកដនេះបដំពញ តផនក (I) នន ការដសនើ-(V,3,1)   ូដចនេះ ដៅ កនុរ 𝐸1 មាន 
ធ្លតុឆាុេះ 𝑦−1 ននធ្លតុដសមើង្ជុរ 𝑦 ∈ 𝐷  ដ ើ និរធ្លតុផស ំ 𝑥 ∗ 𝑦−1   នន 𝑦−1 ជាមួ នឹរធ្លតុ
 𝑥 ណាក៏ដដា នន 𝐷។ តត ធ្លតុផស ំ 𝑥 ∗ 𝑦−1 ជាប់ទក់ រតតនឹរ ថាន ក់សមមូល (𝑥, 𝑦)  
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ពីដង្ េះ  𝑥 ∗ 𝑦−1  = 𝑥′ ∗  𝑦′−1   <=> (𝑥, 𝑦) ≡ (𝑥′, 𝑦′)   ដដា មកពី ៖ 
 𝑥 ∗ 𝑦−1  = 𝑥′ ∗  𝑦′−1  <=>  𝑥 ∗ 𝑦−1 ∗ 𝑦 ∗ 𝑦′ =  𝑥′ ∗  𝑦′−1 ∗ 𝑦 ∗ 𝑦′   (ដដា គុណនឹរ 𝑦 ∗ 𝑦′) 

𝑥 ∗ 𝑦−1 ∗ 𝑦 ∗ 𝑦′ =  𝑥′ ∗  𝑦′−1 ∗ 𝑦′ ∗ 𝑦     ដដា   * ង្តលប់ 
𝑥 ∗ (𝑦−1 ∗ 𝑦) ∗ 𝑦′ =  𝑥′ ∗  (𝑦′−1 ∗ 𝑦′) ∗ 𝑦     <=> 𝑥 ∗  𝑦′  = 𝑥′ ∗ 𝑦  ពីដង្ េះ  
𝑦−1 ∗ 𝑦 =  𝑦′−1 ∗ 𝑦′ = 𝑒  ។  ដ ើ    𝑥 ∗  𝑦’  = 𝑥′ ∗ 𝑦    <=>  (𝑥, 𝑦) ≡ (𝑥′, 𝑦′) ។ 

សដរកត 
សនំុំ 𝐸 និរ សនំុំ 𝐸1  សនំុំទរំពីរដនេះ ជាសនំុំពង្រីកនន សនំុំ 𝐷 ទរំ ស់គ្នន ។ តតដៅកនុរ 
E មានធ្លតុឆាុេះ ននធ្លតុដសមើង្ជុរទរំឡា ដៅកនុរ 𝐷   ដ ើ ចដំ េះ 𝐸1  វញិមិនង្តឹមតត 
មានធ្លតុឆាុេះ ននធ្លតុដសមើង្ជុរទរំឡា ដៅកនុរ 𝐷 ប ុដណាណ េះដ  តលមទរំមាន ធ្លតុផស ំ
ត ល មានរារ ូចជា  𝑥 ∗ 𝑦−1  ដដា  𝑥 ∈ 𝐷 និរ 𝑦 ជាធ្លតុដសមើង្ជុរនន 𝐷 ។ 
 ូដចនេះ ការផគូផគរ  ((𝑥, 𝑦)) →   𝑥𝑦−1  កណំត់  នំ្ទក់ នំរ  អារំដសច ីវ  𝑔  មួ ពី 𝐸 ដៅ
 𝐸1 ។  ដ ើរដ ើញថាការ នុវតតន៍ 𝑔  ដនេះ  កណំត់   ីុសូដមា  វីសមួ  
(𝑢𝑛 𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑠𝑚𝑒)  រវារ 𝐸  និរ  𝑔(𝐸) ។ ដគសរដសរតបបដនេះបាន ដដា ធ្លតុ 
ទរំឡា កនុរ 𝐷 ដគចណំាបំាន ដដា រូបភាពវាដៅកនុរ 𝐸1 ។ ការ នុវតតន៍   𝑓 បាន 
កណំត់ដដា   𝑓(𝑥) = ((𝑥, 𝑒))   ូដចនេះដ ើរបាន 𝑔[𝑓(𝑥)] =   𝑓1(𝑥) ត លដ ើរអាច                                      
សរដសរ ជានិមិតតរូប 𝑓1  = 𝑔o 𝑓 ។  
* 
* 
* 
* 
* 
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ដ ើរអាចថា  ការពង្រីក (𝐸1, 𝑓1)  គឺជា ការពង្រីកផស ំ
ដដា  ការពង្រីកជាបន្ទា ប់បនត (𝐸, 𝑓)  និរ  (𝐸1 , 𝑔) ។                                     
 ចូរដមើលឌីយ ង្កាមខារដឆវរ។                                               
ដបើនិយ  តា្មដមើលដ ើញ  ការពង្រីក   (𝐸1, 𝑓1) 
ទញ ដចញមកពីការពង្រីក (𝐸, 𝑓)  បនតដដា ការ 
ពង្រីកលមី (𝐸1 , 𝑔) ។   
 

ដ ើរដ ើញថា ការពង្រីក  (𝐸, 𝑓) ត ដ ើរ បានដ្វើជា បូំរ  ជាការពង្រីកត លតូចជារដគ
ត លអាចដ្វើបាន ត លបដំពញ ល័កខខណ័ឌ  (I) ៖  ដ ើរថា (𝐸, 𝑓) ជាការពង្រីក  បបបរមា 
(𝑢𝑛𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑙𝑒) ។ ដ ើរដៅថា ការឆាុេះនន 𝐷 (𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑠𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝐷) 
គឺការពង្រីកណាត លបដំពញល័កខខណ័ឌ  (𝐼) និរ (II)  (𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑎𝑖 − 
𝑠𝑎𝑛𝑡 𝑎𝑢𝑥 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛  (𝐼) 𝑒𝑡 (𝐼𝐼)។  

4. ការពង្រីកមុនដគ នូវ ចនួំនគត់្មមជាតិ (𝑳𝒆𝒔 𝒑𝒓𝒆𝒎𝒊è𝒓𝒆𝒔  
𝒆𝒙𝒕𝒆𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏𝒔 𝒅𝒆 𝒍′𝒆𝒏𝒔𝒆𝒎𝒃𝒍𝒆 𝒅𝒆𝒔 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒆𝒓𝒔 𝒏𝒂𝒕𝒖𝒓𝒆𝒍𝒔)  
ដលខបូកនិរដលខគុណ  ដលខទរំពីរដនេះកណំត់ដលើ 𝑁 នូវរចន្ទសមព័នធ នន កនាេះង្គុប 
អាដបលីដ ៀរ។  ូដចនេះដ ើរអាច « ឆាុេះ »  (𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑠𝑒𝑟) សនំុំ 𝑁 ដនេះដដា  រដបៀបពីរ ខុស
គ្នន   ដៅតា្ម សសនៈ បូក ឬ សសនៈគុណ ។ 
ការស្គរសរ់ « ចនួំន ង្បភាគ » (𝑙𝑒𝑠 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠) ត លដរៀនដៅ 
បឋមសិកាគឺការឆាុេះ នន 𝑁 ដ្ៀបដៅនឹរដលខគុណ ៖ ង្បភាគ មិនខុសពី គូនន 
ចនួំន (𝑎, 𝑏)ត លចនូំន ីពីរ 𝑏 សនមតថា ដសមើង្ជុរ (ដៅ ីដនេះ គឺ មិនសូនយ ) ដ ើ ត ល 
ដគសរដសរមានរារ ជា  𝒂

𝒃
 ៖ 𝒂 ( ី១)  ដៅថា ភាគ ក   𝒃 ( ី២)  ដៅថា ភាគតបរ ។  
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ដគកណំត់  នំ្ទក់ នំរសមមូល ដលើសនំុំង្បភាគ (𝑢𝑛𝑒 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑′é𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒  

𝑠𝑢𝑟 𝑙′𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠) ដដា សនមត 𝑎
𝑏
  = 𝑎′

𝑏′
  ដបើ  𝑎𝑏′ =  𝑏𝑎′ ។ ថាន ក់សមមូល 

នីមួ ៗ កណំត់ ចនួំនង្បភាគមួ ។  ដ ើមបកុីឲំ្យង្ចឡ ំដ ើរតា្រដដា  (𝑎

b
) ចនួំនង្បភាគ  

(𝑙𝑒 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒) ត លមាន ង្បភាគ (𝑙𝑎 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛) 𝒂
𝒃
 ជា ណំារ ។   

ចូរសដរកតថា ៖  
ង្បភាគ គឺ 𝑎

𝑏
 ( 𝑢𝑛𝑒 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛)  ត លដ ើរធ្លា ប់ដរៀនដៅ បឋមសិកា ។ 

ចនួំនង្បភាគ គឺ  ( 𝑎
𝑏
 ) ( 𝑢𝑛 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒) ជា ថាន ក់សមមូល ជាសនំុំត លមាន

ធ្លតុ គឺ ង្បភាគទរំឡា ណា ត ល សមមូលនឹរ ង្បភាគ 𝒂
𝒃
 ។  ូចជា ង្បភាគ 𝟐

𝟑
  

 និរង្បភាគ  𝟔
𝟗
   សមមូលនឹរគ្នន  ពីដង្ េះ 2

3
  ≡   

6

9
    <=>  2 × 9 = 3 × 6  ។ 

  ូដចនេះ ង្បភាគ  𝟔
𝟗
  ជាធ្លតុមួ   ននថាន ក់សមមូល  ( 2

3
 ) ។ 

តា្មង្ ឹសតីជា ូដៅ ផលគុណនន ពីរចនួំនង្បភាគ គឺកណំត់ដដា  ៖ 
                                     ( 𝒂

𝒃
 )  × ( 

𝒄

𝒅
 )  =  (  𝒂 𝒄

𝒃 𝒅
  ) 

តតដៅ ីដនេះ ដលើសពីដនេះដៅដ ៀត ដ ើរអាច កណំត់ ផលបូក តនពីរចនួំនង្បភាគដដា ៖ 
                                    ( 𝒂

𝒃
 )  + ( 

𝒄

𝒅
 )  =  (  𝒂𝒅+𝒃 𝒄

𝒃 𝒅
  ) 

ពីដង្ េះ ថាន ក់សមមូល ត លមានង្បភាគ 𝒂𝒅+𝒃 𝒄

𝒃 𝒅
    ជាប់ទក់ រតតនឹរ ថាន ក់សមមូលនន 

ង្បភាគ 𝒂
𝒃
  និរ 𝒄

𝒅
   ដ ើ ដគបានពិនិតយដ ើ ថា កមមសិ ធិសខំាន់ៗនន ដលខបូក ដៅតត 

បានរកា ុក ត ល ។ ដ ើ ដៅ ីបញ្ច ប់ ដគសមាគ ល់ចនួំនគត់ 𝒂 ដដា ចនួំនង្បភាគ  
( 𝒂

𝟏
 )  បន្ទា ប់ពីបានសដរកតថា ការ នុវតតន៍  𝒂 → ( 

𝒂

𝟏
 ) កណំត់  ីុសូដមា  វីស មួ ពី 𝑵 

   ដៅតផនកមួ តន សនំុំ 𝐹ននចនួំនង្បភាគ ( ដបើនិយ ជា កយង្សួល ល់ គឺថា ការ
សមាគ ល់ដនេះ មិនផាុ គ្នន ដ ) ។ 
ដៅ ថាន ក់ ី៧ ដគបានកណំត់ការពង្រីកនន 𝐹 ចដំ េះ ដលខបូក ដ ើ ធ្លតុទរំឡា នន 
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សនំុំលមី  𝑄ត លបាន ដៅថា « ចនួំនសនិទន » (𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑙𝑠 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑓𝑠)។ តត 
ដៅកង្មិតថាន ក់ដន្ទេះ រដបៀបពង្រីកអាចង្សួល ល់ ជាររដបៀបត លបានដ ើញដៅ 
កថាខណឌ មុនដនេះ ដ ើ រដបៀបដន្ទេះក៏តឹរររឹត រ។   ដ ើ ទល់តត ល់ថាន ក់ ី១២ 
ដ ើបបានបង្ហា ញ ល់សិសសនូវភាពង្សដ ៀរគ្នន  ននរដបៀបស្គរសរ់ ចនួំនសនិទន  
(𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑠 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑓𝑠)និរ  រដបៀបស្គរសរ់ចនួំនង្បភាគ  
(𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑠 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠)។  
  ដៅដពលដន្ទេះ ដគមានង្បដយជន៍នឹរង្តឡប់លដំាប់ននការពង្រីក ដ ើ ដគាប់ដផតើម 
ឆាុេះ ជា បូំរនូវ 𝑁ចដំ េះ ដលខបូក   ពីដង្ េះសនំុំ 𝑍 ននចនួំនគត់រុឡឺា ីបត លបានមក 
បង្ហា ញនូវ រចន្ទសមព័នធពីជគណិតត លមានង្បដយជន៍ ដៅដពលដគពង្រីកវ ិ្ ីគណន្ទ 
 ល់ដលខគុណ ៖ ដគអាចបញ្ចូ ល សញ្ញា ណ ជា ូដៅដ ើ សខំាន់នន  « ករ » (𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢) 
ត លនឹរដ ើញដៅដពលសិកា ពីំ ព ុធ្ល (𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛ô𝑚𝑒𝑠)។ 
   បន្ទា ប់មកដគ លាតសនធឹរ 𝑍 ដដា បតនែម វ ិ្ ីគណន្ទដលខគុណ ដ ើ ដគក៏ ឆាុេះ  𝑍 
ចដំ េះចាប់ដន្ទេះ ៖  ដគបានសនំុំមួ   ីុសូដមា  វ៍ (𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑒  ជាកិរយិសពវនន កយ 
 ីុសូដមា  វីស)  នឹរ 𝑄 ត ល ូចគ្នន នឹរ 𝑄 សនំុំននចនួំនសនិទន ។    
        ×         F     + 
N                                    Q 

       +          Z      × 

រដបៀបទរំពីរដនេះ អាចគូរជារូប ូចខារដឆវរដនេះ។ 
សញ្ញា ត លដៅដលើង្ពួញ បង្ហា ញនូវដលខត លដង្បើដៅ 

    
ដពលឆាុេះ ។  ដគ្នលការណ៍ពង្រីកជា បន្ទា ប់បនត ង្ហ  ល់ដ   តតដ ើមបបីង្ហា ញឲ្យ 
សពវង្គប់ដន្ទេះតវរណាស់។ ពីដង្ េះ សនំុំត លបាន ជាសនំុំនន ថាន ក់សមមូល ដ ើ មតរៗ
ង្តូវបង្ហា ញថា ដលខ +  និរ ដលខ × ដៅតតង្តូវ ត ល កនុរសនំុំដន្ទេះ ជាដ ើម។ 
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5. សញ្ញា ណ ននចនួំនរុឡឺា ីបដៅថាន ក់ ី ៧ 
(𝑳𝒂 𝒏𝒐𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒅𝒆 𝒏𝒐𝒎𝒃𝒓𝒆 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒇 𝒆𝒏 𝒄𝒍𝒂𝒔𝒔𝒆 𝒅𝒆 𝒒𝒖𝒂𝒕𝒓𝒊è𝒎𝒆) 
 ដ ើរដាក់ សសនៈជា ូដៅ ដ ើ ដ ើរដចញពី សនំុំ 𝑬  មួ ត លមាន ដលខបូក និរ
ដលខគុណ មានលកខណៈ ផតុ  ំនិរ ង្តលប់  ដ ើ មានធ្លតុនប ុសកលិរគ 0 ចដំ េះដលខបូក  
និរ 1  ចដំ េះដលខគុណ   ដ ើ និរបដំពញ ល័កខខណ័ឌ   ូចតដៅដនេះ ៖ 
1°/   𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐  (លកខណបតំបក វ ិ្ ីគុណចដំ េះវ ិ្ ីបូក) 
                                              𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡é 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙’𝑎𝑑𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 

2°/   នំ្ទក់ នំរ  𝑏 ≤ 𝑎  កណំត់ដដា  (មានធ្លតុ 𝑐 មួ ត លឲ្យ 𝑎 = 𝑏 + 𝑐 )ដន្ទេះកណំត់ 
លដំាប់ង្គប់ធ្លតុនន 𝐸   
3°/  នំ្ទក់ នំរ 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑐   =>  𝑏 = 𝑐  (  ូដចនេះ ដបើ 𝑎 ≥ 𝑏 ដន្ទេះ ផលសរ 𝑎 − 𝑏  មាន 
តតមួ គត់) ។  
     មយ រដ ៀត ដ ើរ កសនំុំ 𝑆 មួ ត លមានធ្លតុពីរ តា្រដដា   +  និរ  -   ។  ដ ើ  
ដ ើរតា្រដដា  𝐸′ សនំុំ បានដដា ផលគុណ 𝑆 × 𝐸  សមាគ ល់ដដា ពីរគូ  (+, 0) និរ   
(−, 0) ។  ូចនេះ  ដគកណំត់ វ ិ្ ីគណន្ទទរំពីរ 2ដលើ 𝐸′ ដដា ដាក់ ៖ 
(+, 𝑎) × (+, 𝑏)  = (− , 𝑎)  ×   (− , 𝑏)  =   ( +, 𝑎𝑏)  
(+, 𝑎) × (−, 𝑏)  = (− , 𝑎)  ×   (+ , 𝑏)  =   ( − , 𝑎𝑏)  
(+, 𝑎)  + (+, 𝑏)  = (+ , 𝑎 + 𝑏)      (− , 𝑎 )   +  (− , 𝑏)  =   ( − , 𝑎 + 𝑏)  
(+, 𝑎) + (− , 𝑏)  = (− , 𝑏)  +  (+ , 𝑎)  =   ( +, 𝑎 −  𝑏)  ដបើ  𝑎 ≥ 𝑏 
                                                     =    ( − , 𝑏 − 𝑎)  ដបើ  𝑏 ≥ 𝑎 
ដ ើ ដគពិនិតយបញ្ញា ក់ថាវ ិ្ ីគណន្ទទរំពីរដន្ទេះ មានលកខណៈ  ផតុ  ំនិរ ង្តលប់ ។ ដគក៏
ពិនិតយដ ើញថា វ ិ្ ីគុណ បតំបក វ ិ្ ីបូក ដ ើ    ូល ក (+, 1) ជាធ្លតុ នប ុសកលិរគ។ 
ដ ើ ដៅ ីបញ្ច ប់ ដគសដរកតដ ើញថា ធ្លតុ (+, 𝑎)   និរ  (−, 𝑎) គឺ  

 

2 វ ិ្ ីគណន្ទ ទរំពីរគឺ   ដលខបូក  ( + )    និរដលខគុណ (× ) ។  
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ផាុ ពីគ្នន   ∀𝑎 ត លបង្ហា ញថា សនំុំ 𝐸′ ជាង្គុបបូក ដដា មានធ្លតុ (+, 0) ជាធ្លតុ 
នប ុសកលិរគ។  
  ដគដៅថា ចនួំនវជិាមាន គឺធ្លតុត លមានរារ (+, 𝑎)  ដ ើ ចនួំន វជិាមាន គឺធ្លតុត ល 
មានរារ (− , 𝑎)   ចនួំនសូនយ ុកជាចនួំន វជិាមានផរ និរ វជិាមានផរ3។ ដគបង្ហា ញថា 
  នំ្ទក់ នំរ  (𝐴 − 𝐵 ជាចនួំនវជិាមាន) កណំត់នូវ « លដំាប់ង្គប់ធ្លតុ »មួ (𝑢𝑛 𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒  
𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙) ដលើ 𝐸′ ។ ដគសដរកតដ ើញថា ការ នុវតតន៍ 𝑎  → (+, 𝑎) ជា អារំដសចសយុរ ពី 𝐸 ដៅ
កនុរ 𝐸′ត លកណំត់នូវ  ីុសូដមា  វីស 𝑓 ពី 𝐸  ដៅនឹរតផនកមួ នន 𝐸′ ចដំ េះ បី រចន្ទ 
សមព័នធ ត លកណំត់ដៅដលើ 𝐸  និរដលើ 𝐸′  គឺ រចន្ទសមព័នធបូក  រចន្ទសមព័នធគុណ  និរ 
រចន្ទសមព័នធសនំុំមានលដំាប់ (𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒 𝑑′𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é) ។ ពីដង្ េះ ៖ 
𝑓(𝑎 + 𝑏) =  (+ , 𝑎 + 𝑏) = (+ , 𝑎) + (+ , 𝑏) = 𝑓(𝑎) +  𝑓(𝑏)       𝑓(0) = (+ , 0) 
𝑓(𝑎 𝑏)  = (+ , 𝑎 𝑏)  = ( + , 𝑎)   ×   (+ , 𝑏)  =   𝑓(𝑎)  × 𝑓(𝑏)         𝑓(1) = (+ , 1) 
ដ ើ  𝑎 ≥ 𝑏  =>  𝑓(𝑎) −  𝑓(𝑏) =   (+ , 𝑎 − 𝑏)   ូដចនេះ    𝑓(𝑎)  ≥   𝑓(𝑏) ។ 
  
 ូដចនេះដគអាចសមាគ ល់  ធ្លតុ 𝑎 មួ នន 𝐸 ដៅនឹររូបភាពវា ( + , 𝑎) ដៅកនុរ 𝐸′ 
ដ ើ ចនួំន  វជិាមាន អាចរាប់ជា ផាុ ននចនួំន វជិាមាន  ត លន្ទឲំ្យសរដសរដដា  
ង្ហ  ូចត លដ ើរធ្លា ប់ស្គគ ល់ គឺ ដគសរដសរ 𝑎 ជនួំស ( + , 𝑎)  ដ ើ  − 𝑎 ជនួំស  
( − , 𝑎) ។  តត គឺាប់ពីដពលដនេះដ ើ  ត លមានការលបំាក ល់សិសសត លពិបាកនឹរ 
 ល់ថា −𝑥 អាចសដំៅចនួំន វជិាមាន4 ។   ូដចនេះដគង្តូវពនយល់ឲ្យបានចាស់ថា កាលណា 

 

3  ចដំ េះ ចនួំនវជិាមាន  ដគដង្ចើននិយ  ចនួំនវជិាមាន ឬសូនយ (𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓 𝑜𝑢 𝑛𝑢𝑙) ឬ  ចនួំនមិន
 វជិាមាន (𝑛𝑜𝑛 𝑛é𝑔𝑎𝑡𝑖𝑓) 

4  ដ ើរបានដ ើញដ ើ ថា ដ ើម បូំរ គដឺចញពីសនុំំ 𝑁 ត លជាសនុំនំនចនួំនគត់ វជិាមាន គថឺា 
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ដគសរដសរ ធ្លតុមួ នន 𝐸 ដដា សញ្ញា  |𝑥| (ចនួំនអាប់សូលុ នន 𝑥 )  [𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑒 
 𝑑𝑒 𝑥]  ដន្ទេះមានន័ ថា ៖ 
|𝑥| = 𝑥 ដបើ 𝑥 វជិាមាន  និរ  |𝑥| = - 𝑥 ដបើ 𝑥  វជិាមាន    ឬមួ ង្គប់ករណីទរំ ស់ ដដា  
|𝑥| = sup( 𝑥 , −𝑥)  ( ដដា  sup   មានន័ ថា « ្ជំារដគ »  ដៅ ីដនេះគឺ រវារ 𝑥  និរ − 𝑥  
ដគ កចនួំនណាត ល្ ំជាចនួំនដសមើនឹរ |𝑥|  )។  ឧបមា 𝑥 =  −3  ដន្ទេះ 
 |−3|   =    𝑠𝑢𝑝 ( −3 , −(−3) )   =    𝑠𝑢𝑝( −3 , 3)  =  3  (ពីដង្ េះ  3  ្ជំារ - 3) ។ 
ការស្គរសរ់ដដា សវ័ ស័តយ ត លដ ើរដ ើបតតបាន ្ិបា  គឺ ូចជាដ ើរបក 
ង្ស្គ ជាពីរ នូវសនំុំ E ត លដគឲ្យ  ដៅតា្ម ិសដៅននធ្លតុទរំឡា របស់វា គឺដៅតា្ម 
សញ្ញា  +  ឬ សញ្ញា   - ។ រដបៀបដនេះ  ដគដង្បើ ចដំ េះ សនំុំ N ននចនួំនគត់្មមជាតិ ក៏ ូច 
ចដំ េះ សនំុំ 𝐹 ននចនួំនង្បភាគ ឬក៏ចដំ េះ សនំុំននចនួំនដ សីុមាលគ្នម ន ីបញ្ច ប់ ត ល 
ដ ើរនឹរដ ើញ ដៅជពូំក ី VI ។ ដៅង្គប់ករណីទរំ ស់ ត លធ្លតុតនសនំុំដ ើម បូំរ 𝐸 
(𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑑é𝑝𝑎𝑟𝑡 𝐸) ដៅថា ចនួំន (𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠) ដន្ទេះធ្លតុទរំ ស់ននសនំុំដៅ ល់ 𝐸′ 
(𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑑’𝑎𝑟𝑟𝑖𝑣é𝑒 𝐸’) ដៅថា ចនួំនរុឡឺា ីប (𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑓𝑠) ។ 
តដៅដនេះ ដ ើរនឹរបង្ហា ញការស្គរសរ់ដដា សវ័ ស័តយ ជា ូដៅត លអាចដ្វើបាន 
ចដំ េះថាន ក់ ី ១២។ តតការ ្ិបា ឲ្យលអិតលអន់នូវការស្គរសរ់ដន្ទេះតវរណាស់   ូដចនេះ 
ដ ើរកង្មិតង្តឹមតតរូបភាព ដដា បង្ហា ញពិ្ីគណន្ទត លង្តូវដ្វើ។ 
 

 

∀𝑥 ∈ 𝑁, 𝑥 ≥ 0  ។  ល់បន្ទា បម់ក ដដា ការពង្រីក « ដដា ឆាុេះ » ដគបានសនុំំ 𝐸 ត លដៅកនុរដន្ទេះ 
មិនង្តឹមតតមានចនួំន 𝑥 ≥ 0 ប ុដណាណ េះដ  តតកម៏ានតលមដ ៀតនូវចនួំន 𝑥  វជិាមានត រ គឺ 𝑥 ≤ 0 ។ 
 ដ តុដនេះដ ើ ដដា តា្មនិ មន ័  |𝑥|ជាចនួំនវជិាមានជានិចច  ូដចនេះ ដគង្តូវសរដសរចនួំនដនេះ  
ដដា ដ្វើការពិភាកាដលើចនួំន 𝑥 ជាមុនសិន។ ដតើ 𝑥 ∈ ] − ∞ , 0]  ឬក៏   𝑥 ∈ [ 0 , + ∞[  ។ 
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6. ការស្គរសរ់ដដា សវ័ ស័តយនូវសនុំំ 𝒁 ននចនួំនគត់ រុឡឺា ីប
(𝑪𝒐𝒏𝒔𝒕𝒓𝒖𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒂𝒙𝒊𝒐𝒎𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆 𝒅𝒆 𝒍′𝒆𝒏𝒔𝒆𝒎𝒃𝒍𝒆𝒁 𝒅𝒆𝒔 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒆𝒓𝒔 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒇𝒔). 
 
 ណំាក់ ី១ :  និយមន័យ នន𝑍 ដោយការ ឆ្លុះពីសំនលំននចំនួនគត់ធមមជាតិ ដធៀបដៅនឹង 

ដេខ បូក ។  (𝐿𝑎 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑍 𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑠𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑙′𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑠 
𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟𝑠 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑙𝑠 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 à 𝑙′𝑎𝑑𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛). 
ដដា ង្សបដៅនឹរង្ ឹសតីជា ូដៅត លបានតលារដៅ កថាខណ័ឌ  §3  ដគកណំត់ នំ្ទក់ នំរ 
សមមូលមួ  ដៅដលើសនំុំ 𝑁 × 𝑁  ននគូ ននចនួំនគត់ ដដា ដាក់ (𝑎, 𝑏) ≡ (𝑎′, 𝑏′) ដបើ  
𝑎 + 𝑏′ = 𝑎′ +  𝑏 ។ ដគតា្រដដា  ((𝑎, 𝑏)) ថាន ក់សមមូល ត លមាន គូ (𝑎 , 𝑏) ធ្លតុ ។ 
ដ ើ ដគកណំត់ ពិ្ីបូក ដៅកនុរសនំុំ 𝑍 ត លបរកបដរកើតដឡើរដដា  ថាន ក់សមមូល  
ដដា ដាក់ ((𝑎 , 𝑏)) + ((𝑐 , 𝑑))  = (( 𝑎 + 𝑐 , 𝑏 + 𝑑))  ។ 
 ធ្លតុនន 𝑁 សុ ធតត ដសមើង្ជុរ ចដំ េះដលខបូក ។  ដគ ឹរថា ពិ្ីគណន្ទដនេះ កណំត់ឲ្យ 𝑍 

មានរចន្ទសមព័នធ ជា ង្គុបអាដបលីដ ៀរ    ដ ើ ការ នុវតតន៍    𝑎  → ((𝑎 , 0))  កណំត់ 
 ីុសូដមា  វីសមួ   ពី 𝑁 ដៅតផនកមួ នន 𝑍 ។ 
  ដគសដរកតដៅ ីដនេះដ ើញថា គូ (𝑎, 𝑏) សមមូលនឹរ ( 𝑎 − 𝑏 , 0)  ដបើ  a ≥ b   ដ ើ  
សមមូលនឹរ ( 0 , 𝑏 − 𝑎)  ដបើ  a ≤    b  ៖  ធ្លតុនន 𝑍 ដលចដឡើរពី « ការខុសគ្នន  » 
(𝑑𝑒𝑠 𝑑𝑖𝑓𝑓é𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑠) រវារចនួំនគត់្មមជាតិ ។ 𝑍 ជាង្បជុនំនសនំុំពីរ គឺ សនំុំ 𝑍+ ននធ្លតុ 
ត លមានរារ (( 𝑎 , 0)) ដៅថា វជិាមាន  និរសនំុំ 𝑍−ននធ្លតុត លមានរារ (( 0 , 𝑏)) ដៅ 
ថា  វជិាមាន។ ធ្លតុតតមួ គត់ត លរួមគ្នន ននសនំុំទរំពីរគឺ ធ្លតុនប ុសកលិរគ ((0 , 0)) ។  
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ដបើដគង្ប ូច 𝑁 ដៅនឹរ  𝑍+  ដន្ទេះធ្លតុទរំឡា នន 𝑍− អាច ុកជាធ្លតុផាុ ននធ្លតុ ដៅ
កនុរ 𝑁  ដ ើ ដៅដពលដន្ទេះ ធ្លតុ ((𝒂 , 𝟎)) តា្រដដា  𝒂  ដ ើ ធ្លតុ ((𝟎 , 𝒃))  តា្រ
ដដា  −𝒃 ។ 
ធ្លតុទរំ ស់នន 𝒁 ដៅថា ចនួំនគត់រុឡឺា ីប  ឬ ចនួំនគត់ ។ 

 ណំាក់ ី២ :  ពង្ងីក 𝑍 ដោយវធីិគណនា គលណ( 𝐸𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 à 𝑍 𝑑𝑒 𝑙′𝑜𝑝é𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  

𝑑𝑒 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛). 
    ការពង្រីកដនេះ មិនដចញមកពីង្ ឹសតីជា ូដៅដន្ទេះដ  ។ តតដគកណំត់ដដា  ក 
រូបមនត៖  ( 𝑎 − 𝑏) × ( 𝑐 − 𝑑) =   𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 − ( 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)  ត លតលារថា ៖ 
ការខុសគ្នន ននចនួំនគត់្មមជាតិ ( 𝒂 − 𝒃)  « គុណនឹរ » ការខុសគ្នន ននចនួំនគត់្មមជាតិ   
( 𝒄 − 𝒅)    « បានល ធផល គឺ »  ការខុសគ្នន ននចនួំនគត់្មមជាតិ  𝒂𝒄 + 𝒃𝒅 − ( 𝒃𝒄 + 𝒂𝒅) ។  
1°/  ដគអាចបង្ហា ញដដា ង្ហ ថា  នំ្ទក់ នំរ ៖ 
( 𝑎′ , 𝑏′) ≡  ( 𝑎 , 𝑏)     
( 𝑐′, 𝑑′)  ≡  ( 𝑐 , 𝑑)          =>  (𝑎′𝑐′ + 𝑏′𝑑′ ,  𝑏′𝑐′ + 𝑎′𝑑′) ≡ ( 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑  , 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑) (A1) 
ដ ើមបបីង្ហា ញ ដ ើរដង្បើនិ មន័  ៖ 
( 𝑎′ , 𝑏′) ≡  ( 𝑎 , 𝑏)   <=> 𝑎′ +  𝑏 = 𝑎 + 𝑏′        =>  𝑎′ − 𝑏′ =  𝑎 − 𝑏          
( 𝑐′, 𝑑′)  ≡  ( 𝑐 , 𝑑)   <=>  𝑐’ +  𝑑 =  𝑐 +  𝑑’  =>  𝑐′ − 𝑑′ =  𝑐 − 𝑑         (A2) 
ដ ើមបបីង្ហា ញ (A1)  ដ ើរដង្បើរូបមនត ( 𝑎 − 𝑏) × ( 𝑐 − 𝑑) =   𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 − ( 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)  (A3) 
តា្មនិ មន័  របស់ ≡    (A1)អាចសរដសរជា៖ 
       (𝑎′𝑐′ + 𝑏′𝑑′) + ( 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 ) = ( 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 ) + (  𝑏′𝑐′ + 𝑎′𝑑′)   ឬ 
    (𝑎′𝑐′ + 𝑏′𝑑′) − (  𝑏′𝑐′ + 𝑎′𝑑′) = ( 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 ) - ( 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 )   (A4)  
ដដា  រូបមនត (A3) ( 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 ) - ( 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 ) = (𝑎 − 𝑏) × (𝑐 − 𝑑)   
ដ ើ      (𝑎′𝑐′ + 𝑏′𝑑′) − (  𝑏′𝑐′ + 𝑎′𝑑′) = (𝑎′ − 𝑏′) × (𝑐′ − 𝑑′) 
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 ូដចនេះ (A4) ដៅជា ៖  (𝑎′ − 𝑏′) × (𝑐′ − 𝑑′) =  (𝑎 − 𝑏) × (𝑐 − 𝑑)  (A5) 
ដដា  (A2) ដ ើរដ ើញថា (A5) ង្តូវ  => (A4) ង្តូវ =>  (A1) ង្តូវ ។ 
ល ធផល (A1) ដនេះបង្ហា ញថា ថាន ក់សមមូល ((𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 , 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)) ជាប់ទក់ រតត 
នឹរថាន ក់ សមមូល ((𝑎 , 𝑏))  និរ    ((𝑐 , 𝑑)) ។  ូដចនេះដគកណំត់វ ិ្ ីគុណដលើ 𝑍 ដដា ដាក់ ៖   
                                                                                                     (𝐴6)            

សដរកត 
ដនេះការពនយល់បតនែមដ ៖ 
ចដំ េះ  កយ « សមមូល » (é𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒) ដៅកនុរគណិតស្គស្តសត ដបើនិយ ជា កយ ្មម
តា្មានន័  ង្បត លគ្នន នឹរ កយថា  « អាចជនួំសគ្នន បាន »។ឧបមា ូចជា ចនួំន 
ង្បភាគ  1

3
   សមមូលនឹរចនួំនង្បភាគ 2

6
  ជាដ ើម។ បានន័ ថា 1

3
  និរ  2

6
  លវីដបើ មានរូបរារ 

មិន ូចគ្នន ក៏ដដា  តតតនមាដសមើគ្នន ។ ដ តុដនេះដ ើ បានជា កាលណា មានដលខបូក ឬ 
ដលខគុណដៅកនុរសនំុំ E  ដលខបូកឬដលខគុណ ត លដន្ទេះ ដគអាចដង្បើដៅកនុរ សនំុំ  
ននថាន ក់សមមូល ននធ្លតុននសនំុំE បាន ូចគ្នន ។  ូចជាដៅខារដលើដនេះ ដ ើរដ ើញថា៖ 
( 𝑎′ , 𝑏′) ≡  ( 𝑎 , 𝑏)        =>    (𝑎′, 𝑏′)  ×  (𝑐′, 𝑑′)  ≡    (𝑎 , 𝑏 )    ×  (𝑐 , 𝑑)  ដនេះបាន 
( 𝑐′, 𝑑′)  ≡  ( 𝑐 , 𝑑)          ន័ ថា  [ (𝑎′, 𝑏′)  ×  (𝑐′, 𝑑′) ] និរ  [ (𝑎 , 𝑏 )   ×   (𝑐 , 𝑑)] ដៅ 
កនុរថាន ក់សមមូលតតមួ ជាមួ គ្នន ។  ដ ើ ដបើ ធ្លតុពីរ មិនសមមូលនឹរគ្នន   ូចជា 
ដៅខារដលើដនេះ ធ្លតុ (𝑎 , 𝑏) និរ  (𝑐, 𝑑) ខុសគ្នន    ដន្ទេះថាន ក់សមមូលនន ផលគុណ 
(𝑎 , 𝑏) × (𝑐 , 𝑑)  ដសមើនឹរ ផលគុណ នន ថាន ក់សមមូល នីមួ ៗ  ូចមានរូបមនត (A6) ខារ
ដលើដនេះឧទ រណ៍ង្ស្គប់ ។ ដ ើរនឹរជួបល ធផលរដបៀបដនេះតដៅមុខដ ៀត។ 
2°/  ដគដ ើញភាា មថា វ ិ្ ីគណន្ទត លបានកណំត់ដលើ  𝑍 មានលកខណៈង្តលប់ ដ ើ  
  ួល ក ((1, 0)) ជាធ្លតុ នប ុសកលិរគ។ ដ ើ វ ិ្ ីគណន្ទដនេះ បង្រួមមកជាដលខគុណ 

((𝑎 , 𝑏)) ×  ((𝑐 , 𝑑))  =   ((𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 , 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)) 
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 ននចនួំនគត់្មមជាតិ ដៅដលើសនំុំ 𝑍+ ត លសមាគ ល់ដដា  𝑁 ។ ដដា វ ិ្ ីដ្វើដលខ ៏តវរ 
បនតិចដន្ទេះ  ដគបង្ហា ញថា វ ិ្ ីគណន្ទដនេះមាន លកខណៈង្បជុ ំដ ើ និរបតំបក ដ្ៀបដៅ 
នឹរដលខបូក ។  

 ណំាក់ ី៣ :  ការតដង្មៀបនន 𝑍 (𝑂𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑍). 

ជាបដណាត េះអាសនន ដ ើរសរដសរធ្លតុនន 𝑍 ជាតួ កសរ្សិំន។ ដ ើរដ ើញថា  នំ្ទក់ នំរ 
 « 𝐴 −  𝐵  ជាចនួំនគត់ វជិចមាន » ជា នំ្ទក់ នំរ លដំាប់ង្គប់ធ្លតុ ដលើ 𝑍 ( 𝑢𝑛𝑒 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  
𝑑′𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑠𝑢𝑟 𝑍 ) ( ូចជា ង្តរ់សីុ ីវ មកពី  ផលបូកននចនួំនគត់ ពីរ វជិាមាន ជាចនួំន 
គត់វជិាមាន)។ មយ រដ ៀត  នំ្ទក់ នំរដនេះ ង្តូវគ្នន នឹរ លដំាប់្មមជាតិ (𝑙′𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑙)  
ដលើ 𝑍+ ត លសមាគ ល់ដដា  𝑁 ។ 
  ជា ដំណើ េះតដៅ  ធ្លតុទរំ ស់នន 𝑍  ដគសរដសរដដា តួ កសរតូច  ដ ើ ធ្លតុនន 𝑍+ 
ង្តូវសមាគ ល់ដដា ធ្លតុផគូគ្នន នន 𝑁 ៖  ជាពិដសស ((0 , 0)) តា្រដដា  0  ដ ើ  ((1 , 0)តា្រ 
ដដា  1។  មយ រដ ៀត សញ្ញា  ×  នឹរបដំេាចដបើសិនជាគ្នម នការអាចន្ទឲំ្យង្ចឡ ំ។   

7. ការស្គរសរ់ដដា សវ័ ស័តយនូវសនុំំ 𝑸 ននចនួំន សនិទន
(𝑪𝒐𝒏𝒔𝒕𝒓𝒖𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒂𝒙𝒊𝒐𝒎𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆 𝒅𝒆 𝒍′𝒆𝒏𝒔𝒆𝒎𝒃𝒍𝒆 𝑸 𝒅𝒆𝒔 𝒏𝒐𝒎𝒃𝒓𝒆𝒔 𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒆𝒍𝒔). 
 ណំាក់ ី១ :  ការឆ្លុះនន 𝑍 ដធៀបដៅនឹង ដេខគលណ (𝑆𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑠𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑍 𝑝𝑎𝑟 
𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙𝑎 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛). 
  ដដា ង្សពតា្មង្ ឹសតីជា ូដៅ ដៅ ីដនេះដគតា្រដដា  𝑍∗ សនំុំននធ្លតុ 𝑍 ទរំ ស់ត ល 
ខុសពីសូនយ  ដ ើ ដគកណំត់  នំ្ទក់ នំរ សមមូលមួ  ដលើ 𝑍 × 𝑍∗  ដដា ដាក់ 
(𝑎 , 𝑏)  ≡ (𝑎′, 𝑏′) ដបើ  𝑎𝑏′ =  𝑎′𝑏 ។ ដគតា្រ ដដា   ((𝑎 , 𝑏)) ថាន ក់សមមូល ត លមានដៅ 
កនុរដន្ទេះ ធ្លតុគូ (𝑎 , 𝑏) ដ ើ ដគតា្រដដា  𝑄 សនំុំដជើរលពវ (𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 
𝑑𝑒𝑠 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑒𝑠 𝑑′é𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒) ននថាន ក់សមមូល។ជាចុរដង្កា  ដគកណំត់ វ ិ្ ីគុណដលើ 
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សនំុំ 𝑄 ដដា ដាក់ ៖ 

(1)         ((𝒂 , 𝒃))  ×  ((𝒄 , 𝒅)) =   (( 𝒂 𝒄 , 𝒃 𝒅)) 
 
 ដៅដពលដន្ទេះដគ ឹរថា 𝑄 ផសបំានជាកនាេះង្គុប ចដំ េះចាប់ គុណដនេះ។ ដគក៏ដ ើញថា 
ធ្លតុតតមួ នន 𝑄 ត លមិនមានចរំាស (𝑙𝑒 𝑠𝑒𝑢𝑙 é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑛𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑄) គឺថាន ក់  
សមមូល ត លមានធ្លតុគូមានរារ (0 , 𝑏) ដដា  𝑏 ≠ 0 ។   ូដចនេះ  𝑄 ត លគ្នម ន (( 0, 1))  
ជាង្គុបអាដបលីដ ៀរ ចដំ េះដលខគុណ ។  
ដគ ឹរថា ការ នុវតតន៍  𝑎 → ((𝑎 , 1))  កណំត់ឲ្យមាន ីុសូដមា  វីសមួ  ពីកនាេះង្គុប 
គុណ 𝑍  ជាមួ នឹរតផនកមួ នន𝑄  ដ ើ ដគអាចសមាគ ល់ (𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑓𝑖𝑒𝑟) ធ្លតុ 𝑎 មួ នន 𝑍 
ដដា ផគូ  (( 𝑎, 1)) នន 𝑄 ។ 
  ធ្លតុទរំ ស់នន  𝑄 ដៅថា ចនួំនសនិទន ។ ចនួំននីមួ ៗ  ណំារដដា  គូ (𝑎 , 𝑏) 
ត លមានដង្ចើនជា ដនក ននត ត លដគដៅថា ង្បភាគ (𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠) ដ ើ ត លដគ 
សរដសរជា  𝑎

𝑏
 ។ 

 ណំាក់ ី២ :  ការពង្ងីក ដោយដេខគលណ (𝐸𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 à 𝑄 𝑑𝑒 𝑙′𝑜𝑝é𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛   
𝑑′𝑎𝑑𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛).  
ការពង្រីកដនេះ មិនតមនដចញមកពីង្ ឹសតីជា ូដៅដន្ទេះដ ។ ដ ើមបកីណំត់ការដនេះ ដគដចញ 
 ដំណើ រពីគនិំត ត លថាគូ  (𝑎 , 𝑏)  ង្តូវតណំារ ដជើរលពវគត់ (𝑞𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡) បានមកពី 

ការតចក 𝑎 ដដា  𝑏   ដ ើ បន្ទា ប់មកដគពង្រីករូបមនត   𝑎
𝑏
  + 𝑐

𝑑
  = 𝑎 𝑑+𝑏 𝑐

𝑏𝑑
  ។ 

1°/  ដគពនយល់ ដដា គណន្ទនូវ នំ្ទក់ នំរថា ៖ 
( 𝑎 , 𝑏) ≡ ( 𝑎′, 𝑏 ′)   និរ ( 𝑐 , 𝑑)  ≡ (𝑐′, 𝑑′)   => ( 𝑎 𝑑 +  𝑏𝑐 , 𝑏𝑑)   ≡ (𝑎′𝑑′ + 𝑏′𝑐′ ,  𝑏′𝑑′) 
ដនេះក៏ ូចជា បង្ហា ញថា ៖ 
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𝑎 𝑏′ = 𝑎′𝑏 និរ  𝑐 𝑑′ = 𝑐′𝑑   =>    𝑏′𝑑′(𝑎 𝑑 +  𝑏𝑐 )  =  𝑏𝑑 (𝑎′𝑑′ + 𝑏′𝑐′ )5 
ត លបង្ហា ញថា  ថាន ក់សមមូល  ((𝑎 𝑑 +  𝑏𝑐 , 𝑏𝑑))   ជាប់ទក់ រតតនឹរ ថាន ក់((𝑎 , 𝑏)) 

និរ  ((𝑐 , 𝑑))   ដ ើ ដគក៏កណំត់ វ ិ្ ីដ្វើ ដលខបូក ដលើ 𝑄  ដាក់ ៖ 
(2)       (( 𝒂 , 𝒃)) +  (( 𝒄 , 𝒅)) =   (( 𝒂 𝒅 + 𝒃 𝒄 , 𝒃𝒅)) 
 

2°/    ដ ើរដ ើញថា វ ិ្ ីគណន្ទដនេះមានលកខណៈ ង្តលប់  ដ ើ មានថាន ក់ ((0, 1)) ជា 
ធ្លតុនប ុសកលិរគ ។ មយ រដ ៀត វា (វ ិ្ ីគណន្ទដនេះ)  រួញមកជា ដលខបូក ូចដៅកនុរ 𝑍  
ដបើដគកណំត់វា ដៅដលើសនំុំននថាន ក់ ((𝑎 , 1)) ទរំឡា ត លផគូដៅនឹរធ្លតុកនុរ 𝑍 6។ 
បន្ទា ប់មកដ ៀត ដដា ដ្វើដលខយ រតវរដគបង្ហា ញថា វ ី្ ីគណន្ទដនេះ  មានលកខណៈង្បជុ ំ
ដ ើ ដលខគុណ មានលកខណៈបតំបកដ្ៀបដៅនឹរដលខបូក ។ 
ដៅ ីដនេះ ដ ើរដ ើញថា ធ្លតុ ((𝑎 , 𝑏)) នីមួ ៗ នន 𝑄 មានធ្លតុផាុ  (( −𝑎 , 𝑏)) ។ 
 ូដចនេះ 𝑄 ជាង្គុបអាដបលីដ ៀរ ចដំ េះចាប់ បូក ។ 

 ណំាក់ ី៣ :  ការពង្ងីកដៅដេ់ 𝑄 នូវការតដង្មៀបកំណត់ដេី𝑍 (𝐸𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 à 𝑄  

𝑑𝑒 𝑙′𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖 𝑠𝑢𝑟 𝑍).  
1°/ ជា បូំរ ដ ើរសដរកតដ ើញថា  នំ្ទក់ នំរ  ( 𝑎 , 𝑏) ≡ ( 𝑎′, 𝑏′)និរ  𝑎 𝑏 ≥ 0   
បណាត លឲ្យ  𝑎′𝑏′  ≥ 0   (ដនេះមកពី កបួន ត លឲ្យសញ្ញា  ននផលគុណ រវារពីរចនួំគត់ រុ ឺ
ឡា ីប)។  ូដចនេះ  នំ្ទក់ នំរ 𝑎𝑏 ≥ 0 កណំត់  នំ្ទក់ នំរ (តតមួ តួ) ដៅដលើសនំុំនន 
ថាន ក់សមមូល (( 𝑎 , 𝑏)) ។ ថាន ក់សមមូល  (( 𝑎 , 𝑏)) ណាត លបដំពញល័កខខណ័ឌ   𝑎𝑏 ≥ 0 
នឹរដៅថា ចនួំនសនិទនវជិាមាន (𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑙𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓𝑠) ។ ដ ើ ក៏ ូចគ្នន ត រ 
ថាន ក់សមមូល  (( 𝑎 , 𝑏)) ណាត លបដំពញល័កខខណ័ឌ   𝑎𝑏 ≤ 0 នឹរដៅថា ចនួំនសនិទន 

 

5 រដបៀបបង្ហា ញ មិនជាខុសគ្នន ដង្ចើនដ ដបើដង្បៀបដ្ៀបដៅនឹររូបមនត (A6) ដៅ  §6 ។ 

6 ដ ើរធ្លា បប់ានដ ើញដ ើ    𝑎 → ((𝑎 , 1))  ជា ីុសូដមា វីស ពី 𝑍    ដៅតផនកមួ នន 𝑄  ។ 
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 វជិាមាន (𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑙𝑠 𝑛é𝑔𝑎𝑡𝑖𝑓𝑠) ។ 
    ូដចនេះដគបង្ហា ញដដា ង្ហ ថា ផលបូកននពីរចនួំនសនិទនវជិាមាន គឺជាចនួំនស
និទនវជិាមាន។  
2°/ ដ ើរតា្រដដា បដណាត េះអាសននជា កសរ្ ំចដំ េះធ្លតុនន𝑄។  ដ ើរដ ើញថា  
 នំ្ទក់ នំរ 𝐵 ≤ 𝐴  កណំត់ដដា  « 𝐴 − 𝐵  ជាសនិទនវជិាមាន »  ដន្ទេះជា នំ្ទក់ នំរ 
លដំាប់ ដលើធ្លតុទរំ ស់នន 𝑄  (𝑢𝑛𝑒 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑′𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑠𝑢𝑟 𝑄)។ មយ រដ ៀតដគ 
ដ ើញថា លដំាប់ដនេះ ជាន់គ្នន នឹរលដំាប់ ត លបានកណំត់រួចមកដ ើ ដៅដលើ 𝑍 ដៅ 
ដពលត លដគសមាគ ល់ 𝑍  ូចគ្នន នឹរ សនំុំននថាន ក់ទរំឡា មានសណាឋ ន ((  𝑎, 1)) ។ 
 តដៅដនេះ  ចនួំនសនិទន ង្តូវតា្រដដា  កសរតូចតតមួ  ។ តតដគក៏អាច តា្រដដា  
គូណាមួ ត ល ណំារ ៖ គូទរំដន្ទេះដៅថា ង្បភាគ ដ ើ សរដសរជា 𝑎

𝑏
 ( 𝑎  នឹរ  𝑏  ជា 

ចនួំនគត់ រុឡឺា ីប) ។ 
តនម្អាប់សូេលយ ( 𝑽𝑨𝑳𝑬𝑼𝑹 𝑨𝑩𝑺𝑶𝑳𝑼𝑬) 
ពី ចនួំនសនិទន 𝑥 ដគផគូផគរនឹរ ចនួំនសនិទនវជិាមានមួ  ដៅថា « តនមាអាប់សូលុ  
នន 𝑥 »  ដ ើ តា្រដដា  |𝑥|  ត លកណំត់ដដា  ៖ 
      |𝑥|  =   𝑥  ដបើ  𝑥 ≥ 0    និរ  |𝑥|  =  −𝑥  ដបើ  𝑥 ≤ 0 
 នុគមន៍ដនេះ ដផាៀរផ្ទា ត់ នឹរ នំ្ទក់ នំរ  ៏សខំាន់ ៖ 
                    |𝑎 𝑏| =  |𝑎| × |𝑏|  និរ  |𝑎 + 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏| 
ដដា  នំ្ទក់ នំរខារដលើដនេះ ដគអាចទញបាន វសិមីការ ៖ 
|𝑎 − 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|    ;    |𝑎 + 𝑏|  ≥   |𝑎| − |𝑏|    ;     |𝑎 − 𝑏|   ≥   |𝑎| − |𝑏|  ។ 
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8. ករ(𝑨𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖𝒙)និរ  រគ(𝒄𝒐𝒓𝒑𝒔) - ឧទ រណ៍ដផសរដ ៀត ៖ កុរ
ង្គ ុ រ់ម ូឌុ ឡូ 𝒑 (𝑨𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖𝒙 𝒆𝒕 𝒄𝒐𝒓𝒑𝒔 ;  𝒂𝒖𝒕𝒓𝒆 𝒆𝒙𝒆𝒎𝒑𝒍𝒆 : 
𝒍𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒈𝒓𝒖𝒆𝒏𝒄𝒆𝒔 𝒎𝒐𝒅𝒖𝒍𝒐 𝒑.  
    ដ ើរាប់ដផតើមដដា ង្បមូល កមមសិ ធិពីជគណិតទរំឡា នន  𝑍  និរ  𝑄 ។ 
𝒂)     𝑍 ជាសនំុំមួ  មានចាប់កនុរពីរ  គឺ បូក  និរ គុណ ត លមាន លកខណៈ ង្បជុ ំនិរ 
ង្តលប់  មួ ៗមានធ្លតុ នប ុសកលិរគ  0ចដំ េះដលខបូក  និរ 1ចដំ េះដលខគុណ ដ ើ  
និរ ដលខគុណបតំបកដ្ៀបដៅនឹរដលខបូក ។ ដលើសពីដនេះដៅដ ៀត ធ្លតុនីមួ ៗនន 𝑍 
មានធ្លតុផាុ  ចដំ េះដលខបូក ត លដ្វើឲ្យដលខគុណ កណំត់ដៅដលើ 𝑍 នូវរចន្ទសមព័នធ 
ជាង្គុបអាដបលីដ ៀរ។ ដដា ដ្វើឲ្យកាន់តត ូល ូំលា ដៅនូវកមមសិ ធិទរំ ស់ដនេះ  ដគ
បានសញ្ញា ណនន ករ (𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢) ។ 
និ មន័  
ដគដៅថា ករ  គឺ សនំុំ 𝑨 មួ មានចាប់កនុរពីរ (បូក និរ គុណ) បដំពញនូវល័កខខណ័ឌ  ូច
តដៅ៖ 
1°/  𝑨 ជាង្គបុអាដបលីដ ៀរ ចដំ េះដលខ បូក 
2°/  ដលខគុណមានលកខណៈង្បជុ ំដ ើ បតំបកដ្ៀបដៅនឹរដលខបូក ។ 
    ករ 𝑨 ង្តលប់ កាលណាដលខគុណមាន លកខណៈង្តលប់   ដ ើ  «សុចរតិ » 
(𝒊𝒏𝒕è𝒈𝒓𝒆) កាលណា ដបើ នំ្ទក់ នំរ 𝒂𝒃 = 𝟎 =>   𝒂 = 𝟎  ឬ   𝒃 = 𝟎 ។ 
ដគ ុក កយ « ករសុចរតិបផុំត » (𝒂𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖 𝒅′𝒊𝒏𝒕é𝒈𝒓𝒊𝒕é) ចដំ េះករទរំឡា ណា 
ង្តលប់និរសុចរតិ។  ចដំ េះ ករ ្មមតា្ជា ូដៅ ដគដៅថា «តួតចកននសូនយ »  
(𝒅𝒊𝒗𝒊𝒔𝒆𝒖𝒓 𝒅𝒆 𝒛é𝒓𝒐) គឺធ្លតុ 𝒂 ណាក៏ដដា  (𝒕𝒐𝒖𝒕 é𝒍é𝒎𝒆𝒏𝒕 𝒂) ត លផសនឹំរធ្លតុ 𝒃មិន

http://www.btkhmer.com/


 
 

អាន តា្យគមី -ការបង្រកីសញ្ញា ណននចនួំន តា្មពីជគណិត- site:  www.btkhmer.com Page 28/78 

 
 

សូនយ ឲ្យផលបានជា  𝒂𝒃 = 𝟎  ឬ  𝒃𝒂 = 𝟎។   ូដចនេះ ករ សុចរតិ គឺជាករត លគ្នម ន តួតចក
ននសូនយ (𝒖𝒏 𝒂𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖 𝒊𝒏𝒕è𝒈𝒓𝒆 𝒆𝒔𝒕 𝒅𝒐𝒏𝒄 𝒖𝒏 𝒂𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖 𝒔𝒂𝒏𝒔 𝒅𝒊𝒗𝒊𝒔𝒆𝒖𝒓 𝒅𝒆 𝒛é𝒓𝒐) ។ 

 
ឧទ រណ៍ 
I.ដដា និ មន័ ខារដលើដនេះ ដគអាចថា 𝑍 ជាករសុចរតិ មានធ្លតុ ឯកតា្ ។ ដ ើរនឹរ
ដ ើញ ដៅ §10 ថាព ុធ្ល (𝑙𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛ô𝑚𝑒𝑠) ត លមានដមគុណជាចនួំនពិត ឬ កុផំាិច ក៏ជា
ករ ត រ ។  
II.  នុគមន៍ត លកណំត់ដលើសនំុំជា ូដៅ 𝐸មួ   ដ ើ  កតនមាកនុរ ករ𝐴  ដន្ទេះជាករ 
ដបើកាលណាដគកណំត់ ការបូក ℎ = 𝑓 + 𝑔 ននពីរ នុគមន៍ 𝑓 និរ 𝑔  ដដា   
ℎ(𝑥) =  𝑓(𝑥) +  𝑔(𝑥)   ដ ើ និរការគុណ 𝑘 =   𝑓 × 𝑔 ដដា   𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥)  × 𝑔(𝑥) ។ 
តត ករដនេះ មិនតមនជា ករសុចរតិបផុំតដន្ទេះដ   ពីដង្ េះថាកាលណា 𝐸 មានដលើស 
ពីមួ ធ្លតុដឡើរដៅ ដន្ទេះការគុណ 𝑓𝑔 អាចដសមើនឹរសូនយ ដដា គ្នម ន 𝑓 ឬ 𝑔 ណាមួ  
ដសមើនឹរសូនយដឡើ  ៖ 
ដដា តា្រ 𝐴 ជាតផនកមួ នន 𝐸 ដ ើ មិន ដ  និរមិនដសមើនឹរ 𝐸  ដ ើ  𝐵 ជាសនំុំបដំពញ 
( 𝐵 = 𝐸 − 𝐴) ដន្ទេះដ ើរបាន  នុគមន៍ រដបៀបដនេះមួ គូ ដដា ដាក់៖ 
          𝑓(𝑥) = 1  ដបើ  𝑥 ∈ 𝐴    និរ  𝑓(𝑥) = 0  ដបើ  𝑥 ∈ 𝐵    និរ 
            𝑔(𝑥) = 0  ដបើ  𝑥 ∈ 𝐴    និរ  𝑔(𝑥) = 1  ដបើ  𝑥 ∈ 𝐵    ។ 
𝒃)  សនំុំ 𝑄 ននចនួំនសនិទន ក៏មានរចន្ទសមព័នធ ជាករត រ។ តតដលើពីដនេះដៅដ ៀត  
ធ្លតុនីមួ ៗនន 𝑄 ដង្ៅតតពីសូនយដចញដន្ទេះមានចរំាសចដំ េះដលខគុណ។ 
ដដា ដ្វើឲ្យកាន់តត ូល ូំលា ដៅចដំ េះកមមសិ ធិដនេះ ដគបាន សញ្ញា ណនន  រគ 
( 𝑃𝑎𝑟 𝑔é𝑛é𝑟𝑎𝑙𝑖𝑠𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑𝑒 𝑐𝑡𝑡𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖é𝑡é, 𝑜𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑙𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠)។ 
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និ មន័  
 រគ 𝑲 (𝒖𝒏 𝒄𝒐𝒓𝒑𝒔 𝑲) គឺជាសនំុំមួ  ត លដៅដលើដន្ទេះដគបានកណំត់ ចាប់កនុរពីរ 
(គឺ បូក និរ គុណ) ត បដំពញ៖ 
𝟏°    𝑲 ជាង្គបុអាដបលីដ ៀរ ចដំ េះ បូក 
2°     K -     0         ជាង្គបុ ចដំ េះ គុណ  ។ 
 
  ដបើនិយ មួ តបបដ ៀត   រគ គឺជា ករ ត លដៅកនុរដន្ទេះ ការដ្វើដលខតចកដដា  
ចនួំនមួ មិនសូនយ អាចដ្វើបានជានិចច ។  ដ ើរសដរកតដ ើញថាដៅកនុរ  រគ គ្នម ន តួតចក
ននសូនយដ  ៖ ពីដង្ េះដបើ 𝑎 ≠ 0 ដន្ទេះចរំាស 𝑎−1  របស់វាមាន  ដ ើ  នំ្ទក់ នំរ 
𝑎𝑏 = 0 =>  𝑎−1 𝑎𝑏 = 0  =>  𝑏 = 0   ដ ើ ក៏ ូចគ្នន  𝑏𝑎 = 0 =>  𝑏𝑎 𝑎−1 = 0   ឬ  
𝑏(𝑎𝑎−1) = 0   => 𝑏 × 1 = 0    ូដចនេះ   𝑏 =  0 ។ 
អងគ ង្តេប់  ដបីកាេណា ការគលណ ង្តេប់។ 

ដដា និ មន័ ទរំដនេះ ដគអាចថា 𝑄 ជា រគង្តលប់។ 

ឧទ រណ៍ ពីំ ករ និរ  រគ ៖ កុរង្គ ុ រ់ម ូឌុ ឡូ 𝒑 

𝑁 ជាសនំុំននចនួំនគត់្មមជាតិជានិចច   ដ ើ  𝑝 ជាធ្លតុមួ ដៅកនុរ 𝑁 ដ ើ ដ ើរ
កណំត់តនមា 𝑝 ដៅ ត លមិនផ្ទា ស់ផតូ រ  ដ ើយ រតិចណាស់ដសមើនឹរ២ ។ ដ ើរដាក់ថា 
𝑎 ≡ 𝑏  ដបើ |𝑎 − 𝑏|  តចកដដា  𝑝 ដាច់ ៖  ដ ើរដ ើញថា ូដចនេះដ ើរបាន  នំ្ទក់ នំរ 
សមមូល មួ កណំត់ដលើ 𝑁   ពីដង្ េះ នំ្ទក់ នំរដនេះ ឆាុេះ  ដរ  ផាិចសីុវ  ដ ើ មយ រដ ៀត 
 នំ្ទក់ នំរ 𝑎 ≡ 𝑏  និរ  𝑏 ≡ 𝑐  ដន្ទេះបណាត លឲ្យមាន ចនួំនគត់សនិទន  ∝ និរ 𝛽  ត ល
ឲ្យ 𝑎 − 𝑏 =  𝛼𝑝   និរ   𝑏 − 𝑐 =  𝛽𝑝    ូដចនេះដ ើរទញបាន 𝑎 − 𝑐 = 𝑝 (𝛼 +  𝛽) 
ត លបង្ហា ញថា 𝑎 ≡ 𝑐  ដ ើ  នំ្ទក់ នំរ ង្តរ់សីុ ីវ ។ 
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  នំ្ទក់ នំរ 𝑎 ≡ 𝑏  ក៏អាចកណំត់ដដា តលារថា    " 𝑎 តចកដដា  𝑝  និរ  𝑏 តចកដដា  𝑝   
មាន សណំល់ដសមើគ្នន  »  ។ ត លដ្វើឲ្យដ ើរដមើលដ ើញកាន់តតចាស់នូវ កមមសិ ធិដនេះ7។  
សដរកត 
ដ ើរអាចបង្ហា ញថា ចនួំនគត់ពីរកុរង្គុ នឹរគ្នន  មូឌុ ឡូ 𝑝 កាលណាសណំល់កនុរការ 
តចក ចនួំននីមួ ៗដដា  𝑝  ដន្ទេះដសមើគ្នន   ូចតដៅ៖  
ដដា តចក  𝑎 ដដា  𝑝  ដ ើរអាចសរដសរ៖  𝑎 = 𝑝𝑞1 + 𝑟1  (0 ≤ 𝑟1 <  𝑝 ) 
 𝑎 − 𝑟1 = 𝑝𝑞1 =>   𝑎 ≡ 𝑟1  (តា្មនិ មន័   ដ ើ   𝑟1  ជាសណំល់) 
ដដា តចក 𝑏 ដដា  𝑝  ដ ើរអាចសរដសរ៖   𝑏 = 𝑝𝑞2 + 𝑟2   ( 0 ≤ 𝑟2 <  𝑝)  
𝑏 − 𝑟2 = 𝑝𝑞2   =>    𝑏 ≡ 𝑟2  (តា្មនិ មន័  ដ ើ   𝑟2  ជាសណំល់) 
ដបើ 𝑎 ≡ 𝑏 ដន្ទេះដដា  ង្តរ់សីុ ីវ   𝑟1 ≡ 𝑟2   =>  𝑟1 –  𝑟2  តចកនឹរ 𝑝  ដាច់    តតដដា  
0 ≤ 𝑟1 < 𝑝  និរ  0 ≤  𝑟2 < 𝑝    ូដចនេះ ដបើ  𝑟1 ≥ 𝑟2   ដន្ទេះ   0 ≤ 𝑟1 − 𝑟2 < 𝑝 ដ ើ  
ដ ើមប ី𝑟1 − 𝑟2 តចកនឹរ 𝑝 ដាច់  ទល់តត  𝑟1 − 𝑟2 = 0  ពីដង្ េះ 𝑝 ≥ 2 ។   
 ូដចនេះ   𝑟1 = 𝑟2   ។ 
      ដដា ដ តុដនេះដ ើ បានជាដគដៅថា ថាន ក់សមមូល នន នំ្ទក់ នំរសមមូលដនេះ 
ជា « ថាន ក់សមមូលសណំល់ម ូឌុ ឡូ 𝑝 "( 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑒𝑠 𝑟é𝑠𝑖𝑑𝑢𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑝) ដ ើ   នំ្ទក់
 នំរដនេះ  ដគដៅថា « កុរង្គុ  រ់ម ូឌុ ឡូ 𝑝 » ។ ដ ើ ដគតលារ  នំ្ទក់ នំរ 
𝑎 ≡ 𝑏  ដដា និយ ថា « 𝑎 កុរង្គុ នឹរ 𝑏 ម ូឌុ ឡូ   𝑝 » ។ 
      ដៅ ីដនេះដ ើរតា្រដដា   (𝑎) ថាន ក់សមមូល ត លមានធ្លតុ 𝑎 ដ ើ ដដា  𝑍𝑝 

 

7 ឧបមា 𝑝 = 3 ដ ើរដ ើញថា   7 ≡   16 ពីដង្ េះ  |7 − 13| = 6 ត លតចក ដដា  3  ដាច់។ 
ដ ើ ដបើដ ើរ តចក 7 ដដា  3 ដ ើរបានសណំល់ ដសមើនឹរ 1  ត លដសមើនឹរសណំល់ ននការ 
តចក 13 ដដា  3 ត រ ។  
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សនំុំននថាន ក់ទរំ ស់ដន្ទេះ (𝑍𝑝  គឺជាសនំុំដជើរលពវ - 𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡)។ ដ ើរសដរកត
ថា ថាន ក់នីមួ ៗ  មាន ណំារ α តតមួ គត់ ត លបដំពញ  0 ≤ 𝛼 < 𝑝  ដដា  αត លជា 
សណំល់កនុរការតចក 𝑎  ដដា   𝑝  ។ 
វ ិ្ ីគណន្ទ (𝒐𝒑é𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔) 

ដ ើដ ើញភាា មថា នំ្ទក់ នំរ  𝑎′ ≡ 𝑎   ដ ើ  𝑏′ ≡ 𝑏   =>  𝑎′ + 𝑏′ ≡   𝑎 + 𝑏 និរ 𝑎′𝑏′  ≡

𝑎𝑏 ។   ូដចនេះ ថាន ក់ (𝑎 + 𝑏) និរ ថាន ក់  (𝑎𝑏) ជាប់ទក់ រតតនឹរ  (𝑎)  ដ ើ និរ (𝑏) 
ដ ើ ដគអាច កណំត់ វ ិ្ ីគណន្ទ ដលើ 𝑍𝑝  (ដលខបូក និរ ដលខគុណ) ដដា ៖ 
(𝐹1)              (𝑎) + (𝑏) =   (𝑎 + 𝑏)   ;     (𝑎)   ×   (𝑏)  =   (𝑎𝑏) 
 ូដចនេះតា្មនិ មន័ ដនេះ  វ ិ្ ីគណន្ទដនេះ មានកមមសិ ធិ   ូចគ្នន នឹរ ដលខបូក  ដលខ
គុណ ននចនួំនគត់្មមជាតិ។ ដលើសពីដនេះដៅដ ៀត ធ្លតុ (𝑎)  មានធ្លតុផាុ ជានិចច 
ដ ើមបនឹីរដ ើញធ្លតុផាុ ដន្ទេះ ដ ើរអាចសនមតថា  0  ≤ 𝑎 < 𝑝 ដ ើ ដ ើរដ ើញដដា  
ចាស់ថា (𝑝 − 𝑎) ជាធ្លតុផាុ របស់ (𝑎)  [ពីដង្ េះដដា (𝐹1) (𝑝 − 𝑎) + (𝑎) = 
(𝑝 − 𝑎 + 𝑎) = (𝑝)   =>    (𝑝 − 𝑎) + (𝑎) = (𝑝)  ដ ើ ដដា  𝑝 ≡ 0   ូដចនេះ  
 (𝑝 − 𝑎) + (𝑎) = (0) ត លបង្ហា ញថា  (𝑝 − 𝑎)   ជាធ្លតុផាុ  របស់  (𝑎) ]  ។   ូដចនេះ 𝑍𝑝  ជា
ករ ង្តលប់ (𝑢𝑛 𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢  𝑐𝑜𝑚𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑓)  ដដា មាន  (1) ជាធ្លតុនប ុសកលិរគចដំ េះ
ដលខគុណ ។ 
តួចចកននសូនយ 
ដ ើមប ីនំ្ទក់ នំរ (𝑎) × (𝑏) = 0  ដផាៀរផ្ទា ត់ ដន្ទេះង្តូវតតនិរង្គ្នន់តត ផលគុណ 𝑎𝑏 តចក 
ដដា  𝑝 ដាច់ (គឺថា 𝑎𝑏 ≡ 0 ម ូឌុ ឡូ 𝑝) ៖  ដបើ 𝑝 ជាចនួំនបឋម  ដន្ទេះដដា ង្ ឺសតី ដគគ
ស (𝑡ℎé𝑜𝑟è𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠) ដន្ទេះង្តូវចនួំនណាមួ កនុរចដំណាម 𝑎 ឬ 𝑏 អាចតចក  ដដា  𝑝 
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ដាច់   គឺថាកុរង្គុ នឹរ សូនយ។  ូដចនេះ  ដបើ 𝑝 ជាចនួំនបឋម   នំ្ទក់ នំរ (𝑎) × (𝑏) = 0  
=>  (𝑎) = 0  ឬ   (𝑏) =  0  ដ ើ  𝑍𝑝 ជាករសបបុរស (𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢 𝑑′𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑖𝑡é) 
មួ  ។  តតដបើ 𝑝   មិនតមនជាចនួំនបឋមដ   ដន្ទេះមានចនួំនគត់ពីរ  𝑎  និរ  𝑏 ត លបដំពញ 
𝑝 = 𝑎𝑏 8 និរ 0 < 𝑎 < 𝑝  ,   0 < 𝑏 < 𝑝 ;   ូដចនេះដគមានថាន ក់ (𝑎) × (𝑏) = ( 0) , (𝑎) ≠ 0 និរ  
(𝑏) ≠ 0  ត លបង្ហា ញថា  (𝑎) និរ  (𝑏) ជាតួតចកននសូនយ កនុរ 𝑍𝑝 ។ 
ធាតលចំរាស (é𝒍é𝒎𝒆𝒏𝒕𝒔 𝒊𝒏𝒗𝒆𝒓𝒔𝒊𝒃𝒍𝒆𝒔) 
ដ ើមប ីធ្លតុ (𝑎)   ួល (𝑏) ជាចរំាស ដន្ទេះង្តូវតតនិរង្គ្នន់តត ដគមាន 𝑎𝑏 ≡ 1  ក៏ ូចជាថា 
មាន ចនូំនគត់សនិទន ∝ មួ ត លបដំពញ 𝑎𝑏 = 1+ ∝ 𝑝     (ពីដង្ េះ  តា្មនិ មន័  
𝑎𝑏 ≡ 1 [𝑝] =>   𝑎𝑏 − 1  ≡ 0 [𝑝]   <=>   𝑎𝑏 − 1 =∝ 𝑝 ) ។   ូដចនេះ  𝑎𝑏 = 1+ ∝ 𝑝  => 
ដដា  𝑎 តចក 𝑎𝑏 ដាច់    ូដចនេះ 𝑎 តចក  1+ ∝ 𝑝  ដ ើ ដ ើមប ីមាន ∝  ដន្ទេះទល់តត𝑎  

ដ ើ និរ  𝑝 បឋមនឹរគ្នន 9  គឺថា 𝑎  មិនអាចតចក  𝑝 ដ   ដ ើមបមីាន  𝑝 ដៅកនុរកដនាម  
∝ 𝑝។    ង្ ឹសតី បឺស ូត (𝑡ℎé𝑜𝑟è𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡) (ដមើល T04 − 007)  តចរថា៖   
ដបើ 𝒅 ជា 𝑷.𝑮. 𝑪.𝑫. ននចនួំន  𝒂 និរ  𝒃  ដន្ទេះដគអាចរកចនួំតគត់្មមជាតិពីរ 𝒙 និរ 𝒚 
ត លឲ្យ    𝒅 = 𝒂𝒙 − 𝒃𝒚 ។ 
 ូដចនេះ ដបើ 𝑎 និរ 𝑝 ជាបឋមដៅវញិ ដន្ទេះ 𝑃. 𝐺. 𝐶. 𝐷. (𝑎, 𝑝) = 1  ូដចនេះ តា្មង្ ឹសតីបឺុស ូត 
ដគអាចរកបាននូវ ចនួំន b និរ ∝  ត លឲ្យ  1 =   𝑎𝑏 − ∝ 𝑝  =>  𝑎𝑏 =   1+ ∝ 𝑝 ។ 
បានន័ ថាដបើដគឲ្យធ្លតុ 𝑎  ដន្ទេះដបើ 𝑎 បឋមនឹរ 𝑝  ដៅដពលដន្ទេះ 𝑎 មានចរំាសធ្លតុ 𝑏 
ត លកណំត់ដដា   នំ្ទក់ នំរ 1 =   𝑎𝑏 − ∝ 𝑝  ។  ូដចនេះ ដ ើរអាចតលារថា ៖    
ការដសនើ (𝑽, 𝟖, 𝟏)  
សនំុំ 𝒁𝒑 ននថាន ក់សណំល់ ម ូឌុ ឡូ 𝒑 ជា ករ ង្តលប់មួ  ( 𝒖𝒏 𝒂𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖 𝒄𝒐𝒎𝒎𝒖𝒕𝒂𝒕𝒊𝒇) 

 

8 ដបើ 𝑝 = 6   ដន្ទេះ  2 × 3 = 6  =>   (2) × (3) =   0  

9  𝑃. 𝐺. 𝐶. 𝐷(𝑎 , 𝑝) = 1 
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មាន តួតចកននសូនយ ដបើ 𝒑  មិនតមនជាចនួំនបឋម ។  ថាន ក់ (𝒂) មានថាន ក់ចរំាស លុេះង្តា្តត 
និរង្គ្នន់តត  𝒂  និរ 𝐩  បឋមនឹរគ្នន 1 ។   ូដចនេះ 𝒁𝒑  គឺជា  រគ (𝒖𝒏 𝒄𝒐𝒓𝒑𝒔)លុេះង្តា្តត 
និរង្គ្នន់តត   𝐩  ជាចនួំនបឋម ។  
 

              
                                                                                    
 
9. រសឹកាដរ (𝑹𝒂𝒄𝒊𝒏𝒆 𝒄𝒂𝒓𝒓é𝒆)  និ មន័  ជាសវ័ ស័តយ  
(𝒅é𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒂𝒙𝒊𝒐𝒎𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆).  
ចំដណាទននរសឹកាដរ 
ដបើកាលណាដគសរ់តា្រារននកាដរននចនួំនគត់្មមជាតិ ដន្ទេះដគជួបនូវចដន្ទា េះង្បដគរ 
កាន់តតដង្ចើន  ពីដង្ េះភាពខុសគ្នន រវារកាដរននចនួំនគត់ពីរជាប់គ្នន  𝑥  និរ  𝑥 + 1 គឺ 
ដសមើនឹរ   (𝑥 + 1)2 – 𝑥2 = 2𝑥 + 1  ូដចនេះ ដកើនដឡើរតា្ម 𝑥  ដ ើ ដៅចដន្ទា េះ 𝑥2  និរ    
(𝑥 + 1)2 មាន  2𝑥  ចនួំនគត់ត លមិនតមនជាកាដរឥតដខាច េះ (𝑞𝑢𝑖 𝑛𝑒 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑝𝑎𝑠 𝑑𝑒𝑠 
 𝑐𝑎𝑟𝑟é𝑠  𝑝𝑎𝑟𝑓𝑎𝑖𝑡𝑠) ។  
ដគអាចសរឃមឹថា ដៅកនុរ សនំុំ 𝑄 ននចនួំនសនិទន ចនួំនវជិាមាននីមួ ៗ មានរសឹកាដរ 
តតមិនតមន ូដាន េះដ  ពីដង្ េះចនួំនសនិទនវជិាមាននីមួ ៗ អាចតា្រដដា ង្បភាគ 𝑎

𝑏
 

បងំ្បួញមិនបាន) (𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑟𝑟é𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒) ដ ើ ដបើ 𝑎𝑏 មិនអាចបងំ្បួញបាន  ដន្ទេះដដា  
ការដសនើ (𝐼𝑉, 9,4)  ដៅកនុរ តែប  𝑻𝟎𝟒 −009    𝑎2

𝑏2
 ក៏មិនអាចបងំ្បួញបានត រ។  ូដចនេះដបើ 

𝑎

𝑏
 និរ  

𝑐

𝑑
  មិនអាចបងំ្បួញបាន    នំ្ទក់ នំរ  𝑐

𝑑
 = 𝑎2

𝑏2
  តង្មូវឲ្យ  𝑐 =  𝑎2  និរ 𝑑 =  𝑏2 ។ 

ដននក្ ទី ២ 
រសឹកាតរ  ចំនួនកំុ្នលិច                                                                             
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 ូដចនេះដ ើរដ ើញថា  ចនួំនសនិទនមួ អាចជាកាដរននចនួំនសនិទនមូ   រាបណា 
វា ណំារង្បភាគមិនអាចបងំ្បួញបាន ដ ើ តួទរំពីររបស់ជាកាដរឥតដខាច េះ ។ ជាពិ 
ដសស ដបើចនួំនគត់ 𝑐 មិនតមនជាកាដរននចនួំនគត់ណាមួ ដ   ដន្ទេះជាការឥតង្បដយជន៍ 
ដ  កនុរការរក រសឹកាដរសនិទន ននចនួំនដន្ទេះ  ពីដង្ េះវា ត់មានដ ។   
ត លដ ើរនិយ  ពីំរសឹកាដរដនេះ ក៏ង្តូវចដំ េះរសឹលដំាប់ឯដ ៀតត រ (𝑣𝑟𝑎𝑖 𝑎𝑢𝑠𝑠𝑖 𝑝𝑜𝑢𝑟  
 𝑙𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑑′𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒 𝑞𝑢𝑒𝑙𝑐𝑜𝑛𝑞𝑢𝑒) តតការសខំាន់តា្មង្បវតតិស្គស្តសតននចដំណា រសឹកាដរ  
មកពីមានការទក់ រជាមួ នឹរការស្គរសរ់តា្ម្រណីមាង្ត (𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 
 𝑔é𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑟é𝑎𝑙𝑖𝑠𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑙𝑎 𝑟è𝑔𝑙𝑒 𝑒𝑡 𝑙𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑠) ដដា ដង្បើបន្ទា ត់និរ ត កឈាន ៖ 
ដ ើរនឹរដ ើញដៅខារមុខដនេះ នូវសវ័ ស័តយនន្រណីមាង្តបឋម ( 𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑥𝑖𝑜𝑚𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎 
𝑔é𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑒 é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑖𝑟𝑒) ត លបរខឲំ្យ  ួល កថា ចនួំនវជិាមានណាក៏ដដា ក៏ មានរសឹ
កាដរត រ ។ 
 ដ ើរនឹរបង្ហា ញដៅ ីដនេះ ដតើដគអាចកណំត់ដដា សវ័ ស័តយរដបៀបណា នូវរសឹកាដរ 
ននចនួំនសនិទនណាមួ ត លគរឲ្យ។ ការស្គរសរ់ត លដ ើរនឹរដ្វើដន្ទេះ គឺង្ហ 
បផុំតដដា ដ ើរដង្បើ  នំ្ទក់ នំរសមមូល។ តត នំ្ទក់ នំរដនេះឲ្យតតរសឹកាដរនន 
ចនួំនតតមួ គត់ វាមិនឲ្យតតមតរនូវ  រគ (𝑢𝑛 𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠)មួ ត លដៅកនុរដន្ទេះចនួំននីមួ ៗ 
មានរសឹកាដរមួ យ រតិច។  ដ តុដនេះដ ើ ការសខំាន់គឺដ ើរង្តូវបង្ហា ញការស្គរសរ់ 
ដនេះមានរារជា ូដៅដ ើមបនឹីរដង្បើ ត លៗជាដង្ចើនដលើកនូវរដបៀបស្គរសរ់ដនេះ។ 
ពីដង្ េះបន្ទា ប់ពីការពង្រីកមតរៗ  រគត លដ ើរដ្វើការដៅដលើដន្ទេះវាដចេះតតរកីកាន់តត 
្ដំៅៗ។  ដដា ការដ្វើដឡើរវញិនូរការស្គរសរ់ដនេះ  ដ ើរអាចស្គរសរ់ចនួំនកណំត់ 
នីមួ ៗ   ពីំចនួំនសនិទន  ដដា ដង្បើ រា ឌីកាល(𝑟𝑎𝑑𝑖𝑐𝑎𝑙   √   ) ជាន់ដលើគ្នន  ឧទ រណ៍ 
 ូចជាចនួំន  √2 √3  តង្មូវឲ្យមានការពង្រីកពីរ រជាប់គ្នន ។ ដ ើរសនមតថា ចនួំនទរំ 
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 ស់ត លដ ើរស្គរសរ់តបបដនេះផសបំានជា  រគ មួ  ត លដ ើរដៅថា «  រគននរសឹ 
កាដរ » (𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠 𝑑𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑎𝑟𝑟é𝑒𝑠)  ដ ើ ត លជា  រគ ននចនួំនត លជា ណំារ 
នន  នុបាត (𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡) រវារង្បតវរ  រកត់ (𝑙𝑜𝑛𝑔𝑢𝑒𝑢𝑟𝑠 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠)ត លស្គរសរ់ 
ដដា ដង្បើ បន្ទា ត់ និរ ត កឈាន 10។  
ចំដណាទននការពង្ងីកតាមពីជគណិត (𝑷𝒓𝒐𝒃𝒍è𝒎𝒆 𝒅′𝒆𝒙𝒕𝒆𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏 𝒂𝒍𝒈é𝒃𝒓𝒊𝒒𝒖𝒆) 
 ឧបមាដគឲ្យ ករង្តលប់ 𝐴 មួ  និរធ្លតុ 𝑘 ∈ 𝐴 (𝑘 ≠ 0) ។ ដ ើរនឹររក ករ 𝐴𝑘  មួ  
និរ  ីុសូដមា វីសមួ  ពី  𝐴  ដៅ  មួ តផនកនន 𝐴𝑘  ត លដ្វើឲ្យធ្លតុ 𝑘  មានយ រតិច 
រសឹកាដរមួ ដៅកនុរ 𝐴𝑘 ។ ដ ើរក៏រកយ រណាឲ្យ 𝐴𝑘 ដន្ទេះតូចជារដគជា ីបផុំត ។ 
ដោេការណ៍ននការសាងសង់  (𝑷𝒓𝒊𝒏𝒄𝒊𝒑𝒆 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒓𝒖𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏) 
ដ ើរ ុក ូចគ្នន ធ្លតុនន 𝐴 ត លដៅកនុរ 𝐴𝑘 ដ ើ តា្រដដា  𝜔 រសឹកាដរមួ នន 𝑘 ។ 
 ូដចនេះ 𝐴𝑘 ង្តូវតតមានធ្លតុត លមានរារ ូចជា  𝑎 +  𝜔𝑏   ដដា    𝑎 ∈ 𝐴  និរ  𝑏 ∈ 𝐴 ។ 
ដគង្តូវបាន ៖ 
(1)             ( 𝑎 + 𝑏𝜔) +   (𝑐 + 𝑑𝜔)  = 𝑎 + 𝑐 + ( 𝑏 + 𝑑) 𝜔 
                  ( 𝑎 + 𝑏𝜔) ×  ( 𝑐 + 𝑑𝜔) =   𝑎𝑐 + 𝑏𝑑𝑘 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝜔  ដដា មកពី 𝜔2= 𝑘 ។ 
ដ ើរនឹរដ ើញថា វ ិ្ ីគណន្ទកណំត់ដដា រូបមនត (1) កណំត់រចន្ទសមព័នធននករ ដលើ 
សនំុំននធ្លតុកុផំាិច (𝑠𝑢𝑟 𝑙′𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑠 é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒𝑠) 𝑎 + 𝑏𝜔 ដ ើ  ករដនេះ  
ជាករ ៏តូចបផុំតកនុរចដំណាមករ ត លមាន 𝐴ផរ និរ  ωផរ ។ 
និយមន័យតាមសវ័យស័តយ (𝑫é𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒂𝒙𝒊𝒐𝒎𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆) 
𝐴 តា្រករង្តលប់   𝑘 ជាធ្លតុមួ កណំត់នន 𝐴   ដ ើរកណំត់វ ិ្ ីគណន្ទពីរ  ដលើសនំុំ 

 

10  ដ ើរធ្លា ប់ដ ើញ ការស្គរសរ់ ដដា ដង្បើបន្ទា ត់និរត កឈាន នូវ  រកត់ មានង្បតវរ √2 
ត លជា ℎ𝑦𝑝𝑜𝑡é𝑛𝑢𝑠𝑒 ននកាដរ មានង្ជរុ  𝑎 = 1 (មួ ឯកតា្)។  ដដា ង្ ឹសតីប  ពីតា្ គ័រ 
ដបើដ ើរតា្រដដា  𝑑 ង្បតវរ ីុប ូដតនុស ដន្ទេះដ ើរបាន 𝑑2= 𝑎2+𝑎2 ឬ 𝑑2 = 2  => 𝑑 =  √2 ។ 
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គុណ  𝐴 × 𝐴  ដដា ដាក់ ៖ 
(2)        ( 𝑎 , 𝑏 )    +  ( 𝑐 , 𝑑)   = ( 𝑎 + 𝑐 , 𝑏 + 𝑑) 
             ( 𝑎 , 𝑏)     ×   ( 𝑐 , 𝑑)   = (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑𝑘 , 𝑎 𝑑 + 𝑏 𝑐 ) 
រូបមនត (2) ជាការបកង្ស្គ តា្មសវ័ ស័តយ ននល័កខខណ័ឌ   (1) ។ 
ឡឹម- ី១ 
សនំុំ 𝑨 × 𝑨 ដដា មាន ដលខបូក និរ ដលខគុណ កណំត់ដដា  (𝟐) ជា ករ ង្តលប់ 𝑨𝒌 ។ 
ការ នុវតតន៍  𝒂  →   ( 𝒂 , 𝟎) កណំត់នូវ  ីុសូដមា វីស ពី 𝑨   ជាមួ នឹរមួ តផនកនន 𝑨𝒌 ។ 
 
បង្ហា ញ 
កមមសិ ធិ ននដលខបូកកនុរ 𝐴𝑘 គឺទញ កមកពីកមមសិ ធិននដលខបូកកនុរ 𝐴 ។   ូដចនេះ 𝐴𝑘  
ជាង្គុបអាដបលីដ ៀរចដំ េះដលខបូក ត លមានធ្លតុសូនយ គឺគូ ( 0 ,0) ។ ដបើដមើលឲ្យ 
 ូលា ដៅ ង្គុបអាដបលីដ ៀរដលខបូក 𝐴𝑘  ជាផលគុណនន ពីរង្គុបបូកត លដសមើនឹរ 𝐴 ។  
   មយ រដ ៀតដ ើរដ ើញចាស់ថា ដលខគុណ ង្តលប់  ដ ើមបថីាមានលកខណៈផតុ  ំដ ើរ 
បដរកើត ការគុណ ៖ 
 (𝑷𝟏)  [( 𝑎1 , 𝑏1) × ( 𝑎2 , 𝑏2) ]   ×  ( 𝑎3 , 𝑏3) = ( 𝑎1𝑎2 + 𝑘𝑏1𝑏2 , 𝑏1𝑎2 + 𝑎1𝑏2)  ×   (𝑎3 , 𝑏3) 
= (𝑎1𝑎2𝑎3 +  𝑘𝑏1𝑏2𝑎3 +  𝑘𝑏2𝑏3𝑎1 + 𝑘 𝑏3𝑏1𝑎2  , 𝑎1𝑎2𝑏3 + 𝑎2𝑎3𝑏1 + 𝑎3𝑎1𝑏2 +  𝑘𝑏1𝑏2𝑏3)  
ត លដ ើរបានដដា ដង្បើរូបមនត (2) និរលកខណៈង្តលប់ននដលខគុណ។ 
ចូរសដរកតដមើលបន្ទា ត់ខារដលើដនេះ សនាសសន៍(𝑖𝑛𝑑𝑖𝑐𝑒)របស់ 𝑎i ឬ 𝑏𝑗 ដដា  𝑖 = 1, 2, 3 និរ 
𝑗 = 1, 2, 3   វលិ ពី 1 → 2 → 3 → 1 → 2 → ⋯  គឺវលិ ជុវំញិ 1, 2, 3 ដ ើ ង្តឡប់មក 1  
វញិ ។ ដនេះដគដៅថា 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒 តពមុតា្សយុរររវរ់មូល ។ 
ដ ើមបបីង្ហា ញលកខណៈផតុ  ំនន (𝑃1)  គឺថា 
 [( 𝑎1 , 𝑏1) × ( 𝑎2 , 𝑏2) ]   ×  ( 𝑎3 , 𝑏3)  =  ( 𝑎1 , 𝑏1) × [( 𝑎2 , 𝑏2)   ×  ( 𝑎3 , 𝑏3)]   
ដ ើ ដដា  តពមុតា្សយុរររវរ់មូល ដលើ (𝑃1) ដន្ទេះ ដគបាន ៖ 
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[( 𝑎1 , 𝑏1) × ( 𝑎2 , 𝑏2) ]   ×  ( 𝑎3 , 𝑏3)     ដៅជា  [( 𝑎2 , 𝑏2) × ( 𝑎3 , 𝑏3) ]   ×  ( 𝑎1 , 𝑏1)ត ល 
ដៅ ត ល  គឺថា កតា្ត ទរំបី ដៅ ត ល  ូដចនេះល ធផល នន (𝑃1)ដៅ ត ល។  ូដចនេះ  
[( 𝑎2 , 𝑏2) × ( 𝑎3 , 𝑏3) ]   ×  ( 𝑎1 , 𝑏1)    ដសមើនឹរ [( 𝑎1 , 𝑏1) × ( 𝑎2 , 𝑏2) ]   ×  ( 𝑎3 , 𝑏3) ។ 
     មយ រដ ៀត ដគមាន៖ 
[( 𝑎1 , 𝑏1) +  ( 𝑎2 , 𝑏2) ]   × ( 𝑐 , 𝑑) = ( 𝑎1 + 𝑎2 , 𝑏1 + 𝑏2) ×  ( 𝑐 , 𝑑)  
= (𝑎1𝑐 + 𝑎2c + 𝑘𝑏1𝑑 + 𝑘𝑏2𝑑  , 𝑏1𝑐 + 𝑏2𝑐 + 𝑎1𝑑 + 𝑎2𝑑) 
= (𝑎1 , 𝑏1)  × ( 𝑐 , 𝑑) + (𝑎2 , 𝑏2)  ×   ( 𝑐 , 𝑑) 
ត លបង្ហា ញនូវ ការបតំបកននដលខគុណដ្ៀបដៅនឹរដលខបូក ។ ឬដដា មិនដ្វើការ 
គណន្ទ ដបើដគជនួំសកនុររូបមនត (2)  𝑎   ដដា   (𝑎1 + 𝑎2)  និរ  𝑏 ដដា    𝑏1 + 𝑏2 
ដន្ទេះ ផលគុណ ( 𝑎 𝑏 )  × ( 𝑐 , 𝑑) ង្តូវជនួំសដដា  ការបូកននផលគុណ ។ 
    ជាចុរដង្កា  ដគដ ើញថា ការ នុវតតន៍ ពី 𝐴  ដៅកនុរ 𝐴k កណំត់ដដា   𝑓(𝑎) = (𝑎 ,0) 
គឺ អារំដសច ីវ   ដបើ បដំពញ ៖ 
            𝑓(𝑎 + 𝑏) =  𝑓(𝑎) +  𝑓(𝑏) 
និរ      𝑓(𝑎 × 𝑏) =   𝑓(𝑎)  × 𝑓(𝑏) 
ត លបង្ហា ញថា  ជា ីុសូដមា វីស វវារ  𝐴  និររូបភាពរបស់វា ។ 
ឡឹម- ី២ 
ដបើ 𝑨 មានធ្លតុ ឯកតា្ តា្រដដា  𝟏  ដន្ទេះ 𝑨𝒌 ក៏មានធ្លតុឯកតា្ផគូ នឹរគ្នន  ( 𝟏 , 𝟎) ដ ើ  
ធ្លតុ  ( 𝒌 , 𝟎)  ត លគូនឹរ 𝒌  ដន្ទេះមានរសឺកាដរពីរ គឺធ្លតុ ( 𝟎 , 𝟏) និរ  ( 𝟎 , − 𝟏) ។ 
 
 កមមសិ ធិទរំដនេះ បានមកពីនិ មន័ ត លបានដាក់មកពីមុន ដ ើ ង្តូវសដរកតថា 
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𝑘   អាចមានរសឹកាដរដផសរពី ( 0 , 1)និរ  ផាុ របស់វា ជាពិដសសដបើ k  ជាកាដរននធ្លតុ 
របស់ 𝐴  ( 𝑘 é𝑡𝑎𝑖𝑡 𝑙𝑒 𝑐𝑎𝑟𝑟é 𝑑′𝑢𝑛 é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝐴)  11 ។ 

ឡឹម- ី៣ 
ដបើ 𝐀  ជា រគ ដ ើ ដបើតលមទរំគ្នម នធ្លតុណាមួ នន 𝐀 ត ល កាដររបស់វាដសមើនឹរ 𝐤    
ដន្ទេះ 𝑨𝒌  ជា រគ ។ 
 ដ ើរបានកមមសិ ធិដនេះ ដដា រកចរំាសននធ្លតុ ( 𝑎 , 𝑏) ត លខុសពី  ( 0 , 0) ។ 
ចរំាសននធ្លតុ ( 𝑎 , 0)  គឺ  ( 1

𝑎
 , 0)   ូដចនេះ ដ ើរង្គ្នន់តតរក ចរំាសននធ្លតុ  ( 𝑎 , 𝑏) កាល 

ណា 𝑏 ≠ 0  ។  ដដា តា្មនិ មន័ ត លមានមកដ ើ  ដគមាន៖ 
                      ( 𝑎 , 𝑏 )  × (𝑥 , 𝑦) =   (𝑎𝑥 + 𝑘𝑏𝑦 , 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 )  
ដ ើ  (𝑥 , 𝑦) ចរំាសនន ( 𝑎 , 𝑏 )  កាលណា  ( 𝑎 , 𝑏 )  ×  (𝑥 , 𝑦) =    ( 1 , 0) 
ឬមួ ក៏ថា (𝑥 , 𝑦) ចរំាសនន ( 𝑎 , 𝑏 )  លុេះង្តា្តត និរ ង្គ្នន់តត  
(3)             𝑎𝑥 + 𝑘𝑏𝑦 = 1   និរ   𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 = 0 
 នំ្ទក់ នំរ   (3)    ង្បព័នធននសមីការមានពីរចនួំនមិន ឹរ 𝑥  និរ 𝑦  ត លដ ើរដដាេះ 
ង្ស្គ ដៅបាន  ដបើ 𝑎2 −  𝑘𝑏2 ≠ 0   ៖ 
                     𝑥 =  

𝑎

𝑎2− 𝑘𝑏2
       𝑦 =  

− 𝑏

𝑎2− 𝑘𝑏2
 

មយ រដ ៀត  𝐴 ជា រគ  ដ ើ   𝑏 ≠ 0    ូដចនេះ ចនួំន 𝑎
𝑏
  ង្តូវដៅកមុរ 𝐴  ដ ើ  

𝑎2 −  𝑘𝑏2 = 0   =>  𝑘 = (
𝑎

𝑏
 )2   ។     
 

11  ដបើ 𝑘 = 4 = (2)2  ដន្ទេះ   ( 2 , 0) ×  (2 , 0)  =  (4 + 𝑘0 , 0)  = (4 , 0)  = ( 𝑘 , 0) ។ 

( −2 , 0)  × ( −2 , 0)  ក៏ ូចគ្នន  ។ មយ រ ដ ៀតជា ូដៅ   ( 0 ,1) × (0 ,1) = (0 + 𝑘. 1 , 0)   =   ( 𝑘 , 0)  
ដ ើ   
( 0 , −1) × ( 0 , −1) = ( 0 + 𝑘(−1)(−1) ,   0)  = ( 0 + 𝑘 , 0)  = (  𝑘 , 0)  ។  ូដចនេះ ចដំ េះ  𝑘 = 4 =  22 
ដន្ទេះរសឹកាដរ របស់ 𝑘  មាន  ៖   ( 0 , 1), ( 0 , −1), (2 , 0)  និរ  ( −2 , 0)  ។ 
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 ូដចនេះ  ដបើ 𝑘  មិនដសមើនឹរដកដរនន ធ្លតុណាមួ របស់ 𝐴  ដន្ទេះ 𝑎2 −  𝑘𝑏2 ≠ 0   ូដចនេះ 
(3) មានចដមាើ តតមួ គត់។    ូដចនេះ ង្គប់ធ្លតុនន 𝐴𝑘 ខុសពីសូនយ សុ ធតតមានធ្លតុចរំាស 
ជាគូ។   ូដចនេះ 𝐴𝑘   ជា រគ ។ 
សដរកត 
𝑰.  ដបើ 𝑘  ជា កាដរននធ្លតុណាមួ របស់ករ 𝐴  ដគអាចបង្ហា ញដដា ង្ហ ថា 𝐴𝑘មាន តួ
តចកននសូនយ  (𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑧é𝑟𝑜)។  
     ដ ើមបបីង្ហា ញថាមាន តួតចកននសូនយ  ត លមានន័ ថា  
( 𝑎 , 𝑏 )  × (𝑥 , 𝑦) =   (0 , 0)  =>   (𝑎 , 𝑏 )  ≠ 0    ឬ   ( 𝑥 , 𝑦 ) ≠   0 
ដដា  𝑘  ជា កាដរននធ្លតុណាមួ របស់ករ 𝐴  ដ ើរអាច ក 𝑘 =   ( 

𝑎

𝑏
 )2  =   

𝑎2

𝑏2   <=>  
𝑎2 − 𝑘𝑏2 =  0 ។   
( 𝑎 , 𝑏 )  × (𝑥 , 𝑦) =   (0 , 0)    <=>  (𝑎𝑥 + 𝑘𝑏𝑦 , 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 ) = ( 0 , 0) 
𝑎𝑥 + 𝑘𝑏𝑦 = 0  (𝐹1) និរ  𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 = 0 (𝐹2)   ដដា  𝑎 , 𝑏 , 𝑘 ជាចនួំនត លដ ើ  ឹរ ដ ើ   
𝑥 និរ  𝑦 ជាចនួំនមិន ឹរ ។  ដៅកនុរ (𝐹1)    ដបើដ ើរជនួំស 𝑘  ដដា  

𝑎2

𝑏2  ដន្ទេះដ ើរបាន 
𝑎𝑥 + 𝑘𝑏𝑦 =   𝑎𝑥 + 

𝑎2

𝑏2
𝑏𝑦 = 𝑎𝑥𝑏+ 𝑦𝑎2

𝑏
  = 𝑎( 𝑥𝑏+𝑎𝑦)

𝑏
  =  0  ដដា  (𝐹2)។  ូដចនេះ 

ចដំ េះង្បព័នធននសមីការ (𝐹1) និរ (𝐹2) សមីការទរំពីរដនេះ ូចគ្នន   ូដចនេះ  គូ (𝑥 , 𝑦) 
មានដង្ចើន  ដដា មកពីចនួំនមិន ឹរ មានពីរ (គឺ 𝑥 និរ  𝑦 )តតសមីការមានតតមួ   ូដចនេះ
ដបើដ ើរ ក (𝐹2) មកដង្បើដ ើរបាន៖ 
𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 = 0 =>  𝑥 =  − 

𝑎

𝑏
 𝑦   ដ ើ  តួតចកននសូនយ (𝑥 , 𝑦) ត លមានគឺ 

  (𝑥 , 𝑦 ) =   (− 
𝑎

𝑏
 𝑦 , 𝑦 )  ដដា  𝑦  ជាចនួំនណាមួ កនុរ សនំុំ 𝐴 ។ 

𝑰𝑰.   ដៅកនុរ  រគ  ធ្លតុមួ មានយ រដង្ចើន រសឹកាដរពីរផាុ គ្នន   ពីដង្ េះដៅកនុរ រគ 
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 នំ្ទក់ នំរ 𝑥2 − 𝑏2 = 0  <=> 𝑥 = 𝑏   ឬ    𝑥 =  −𝑏 ។  ូដចនេះ  កនុរ ីដនេះ ( 𝑘 , 0) 
មិនមានរសឹកាដរដផសរពី  ( 0 , 1)  និរ   ( 0 , −1) ដន្ទេះដ  ។ 
 
ការកត់ង្តា 
ឧមមា 𝐴 មានធ្លតុឯកតា្ (𝑢𝑛 é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑢𝑛𝑖𝑡é) មួ  ដ ើ ដ ើរចណំាធំ្លតុ 𝑎 មួ ដៅកនុរ 
𝐴 ដដា ធ្លតុផគូ   ( 𝑎 , 0) ដៅកនុរ 𝐴k   ដបើដ ើរតា្រដដា  √𝑘  ធ្លតុ  ( 0 , 1) នន 𝐴𝑘  ដៅ
ដពលដន្ទេះដដា និ មន័ ត លបានដាក់មក (𝑎, 𝑏) =   𝑎 + 𝑏 √𝑘 12  ។   ូដចនេះ 
រូបមនត (2) ត លកណំត់ វ ិ្ ីគណន្ទដលើ 𝐴𝑘  ង្តឡប់មកជារូបមនតពីជនំ្ទន់ដ ើម (1) ត ល
បាន ុកដ ើមបរីកា កបួនដ្វើដលខដៅ ត ល។  ជា ីបញ្ច ប់ ដ ើរអារថា 𝐴𝑘  បានមក 
ដដា បញ្ចូ លកនុរ 𝐴 នូវធ្លតុត លង្បឌិត (𝑢𝑛 é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑓𝑖𝑐𝑡𝑖𝑓) 𝜔 = √𝑘 ។ ដ ើរ អាចថា  
𝐴𝑘 ជាកាពង្រីកតា្មពីជគណិត ៏ង្ហ   ដ ើ តា្មការសនមតជា ូដៅ ដ ើរតា្រជា ំ
ដណើ េះតដៅ ករ 𝐴𝑘 ដដា  𝐴(𝜔) ឬ  𝐴(√𝑘 ) ។ 
  ដបើដ ើរដចញពី  រគ 𝐾 ដ ើរតា្រដដា  𝐾(√𝑘 )  រគត លបានដដា បញ្ចូ លដៅកនុរ 𝐾 
នូវធ្លតុង្បឌិត√𝑘    ូដចនេះ ចរំាសននធ្លតុ  𝑎 + 𝑏√𝑘  គឺធ្លតុ 𝑎−𝑏√𝑘

a2− kb2   (ដដា  ឡឹម- ី៣) 
ដ ើរធ្លា ប់ដ ើញដ ើ កាលណាង្បភាគត លភាគតបរមានរាឌីកាល ដន្ទេះដ ើរគុណ 
ភាគ កនិរភាគតបរទរំពីរដដា   កដនាមឆ្លា ស់ (( 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑡é 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑢é𝑒  
𝑑𝑢 𝑑é𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒𝑢𝑟) ននភាគតបរ 13។ 
ភាពមានចតមួយគត ់(𝒖𝒏𝒊𝒄𝒊𝒕é ) 

 

12 ដមើល ដគ្នលការណ៍ននការស្គរ  §9 ព័ំរ 34 

13 ដបើភាគតបរមាន (𝑎 + √𝑏)  ដន្ទេះ កដនាមកុរសុ ដ គ ( 𝑒𝑥𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑢é𝑒)ត ល 
 កមកគុណទរំខារដលើ និរទរំខារដង្កាម គឺ  ( 𝑎 − √𝑏) ។ 
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ឧបមា 𝐴′ ជាករ ត ល 𝐴  ីុសូដមា វ ( 𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑒) នឹរតផនកមួ នន 𝐴′  ដ ើ  ធ្លតុ 𝑘  
នន 𝐴  មានរសឹកាដរដៅកនុរ 𝐴′ ។ ដបើ  𝑘  ខុសពីកាដរននធ្លតុកនុរ 𝐴 ទរំ ស់  គឺថា 
 (𝑘 ≠  𝑎2 , ∀𝑎 ∈ 𝐴 )  ដន្ទេះ  ដ ើរដ ើញថា 𝐴 ( √𝑘 )  ដដា  ីុសូដមា វីស  ជាករ 
តូចបផុំត ដៅកនុរតផនក  ីុសូដមា វនឹរ 𝐴  ដ ើ ត លមានធ្លតុផគូ នឹរ 𝑘  មានរសឹកាដរ14 
( 𝐴(√𝑘) 𝑒𝑠𝑡 à 𝑢𝑛 𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑠𝑚𝑒 𝑝𝑟è𝑠, 𝑙𝑒 𝑝𝑙𝑢𝑠 𝑝𝑒𝑡𝑖𝑡 𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒  
𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑒 à  𝐴, 𝑒𝑡 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑙’é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡 à 𝑘 𝑎𝑑𝑚𝑒𝑡𝑡𝑒 𝑢𝑛𝑒 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒 𝑐𝑎𝑟𝑟é𝑒)។  
 

 10. ករណីពិដសស ∶  តែន័  ននចនួំន កផំាិច (𝑪𝒂𝒔 𝒑𝒂𝒓𝒕𝒊𝒄𝒖𝒍𝒊𝒆𝒓 ∶

𝒅é𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒅𝒆𝒔 𝒏𝒐𝒎𝒃𝒓𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒆𝒔) 
   ដ ើរអាច នុវតត ការស្គរសរ់ត លបាន ្ិបា ដៅកថាខណ័ឌ  §𝟗  ដដា  ក 𝐴 
គឺ ករ 𝑍 ននចនួំនគត់រុឡឺា ីប(𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢 𝑍 𝑑𝑒𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟𝑠 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑓𝑠)  ដ ើ  𝑘 ជាចនួំនគត់ 
វជិាមានណាមួ  ត លមិនតមនជា កាដរឥតដខាច េះ ( 𝑘 𝑛𝑜𝑛 𝑐𝑎𝑟𝑟é 𝑝𝑎𝑟𝑓𝑎𝑖𝑡) ឧបមា ូចជា 2។ 
ដៅដពលដន្ទេះដ ើរបានករមួ  ត លមាន កមមសិ ធិមានង្បដយជន៍ ត លដ ើរនឹរ 
សិកាជាលគំត់។ 
ដ ើរក៏អាច នុវតតការស្គរសរ់ដនេះដៅដលើ  រគ (𝑢𝑛 𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠) 𝐾 ននចនួំន សនិទនដដា 
 ក 𝑘 ជាចនួំនសនិទនវជិាមានណាមួ  ត លមិនតមនជា កាដរឥតដខាច េះ 
តត សមមតិកមម 𝑘 > 0 ដង្បើង្គ្នន់តតសង្មាប់ពង្រីក ល់ រគត លបាន នូវ  នំ្ទក់ នំរលដំាប់  
( 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑′𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒)ត លបានកណំត់ដៅដលើ 𝑄   ពីដង្ េះការស្គរសរ់ជា ូដៅពុំបាន 
ដ្វើសមមតិកមមតបបដនេះដឡើ   (ដគមិនបានសនមតថា ករ 𝐴 ដន្ទេះមានលដំាប់ដន្ទេះដ )។ 
 ូដចនេះដ ើរអាច នុវតតការស្គរសរ់ដន្ទេះ  ដដា  ក 𝐴 ជា ករ 𝑍 ននចនួំនគត់រុឡឺា ីប ឬ 

 

14  ដបើ   𝑘 =   𝜔2  ដន្ទេះ   𝑘 ∈   𝐴   និរ    𝜔 𝜖 𝐴 (√𝑘 )   ដ ើ    √𝑘   =  𝜔  ។ 
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 រគ 𝐾 ននចនួំនសនិទន និរ 𝑘 =  −1 15   ៖ 
- ដបើ 𝐴 = 𝑍  ដគបាន ករ ត លធ្លតុទរំឡា  ដៅថា ចនួំនគត់កផំាិច (𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟𝑠 

 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒𝑠) 
- ដបើ 𝐴 = 𝑄  ដគបាន  រគ ត លធ្លតុទរំឡា  ដៅថា ចនួំនសនិទនកផំាិច  

(𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑙𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒𝑠) ។ 
    ដៅកនុរ ជពូំកបន្ទា ប់ ដ ើរនឹរស្គរសរ់នូវ  រគមួ លមីដ ៀត មានលដំាប់ តា្រដដា  𝑅 
ដ ើ ត លធ្លតុទរំ ស់ដៅថា ចនួំនពិត ( 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠 𝑟é𝑒𝑙𝑠)  ត លជាការពង្រីកនន  𝑄 ៖ 
ដដា  កជានិចច 𝑘 =  −1 ដ ើរនឹរបានដដា  ការពង្រីកពីជគណិត នូវ រគលមីមួ ដ ៀត 
តា្រដដា  𝐶  ត លធ្លតុទរំ ស់ដៅថា ចនួំនកផំាិច ( 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒𝑠) ។ 
ធ្លតុ ( 0 , 1) នន 𝐶  នឹរតា្រដដា  កសរ 𝑖  (𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖è𝑟𝑒 𝑙𝑒𝑡𝑡𝑟𝑒 𝑑𝑢 𝑚𝑜𝑡 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒) 
ត លជា តួ កសរ ី១ នន កយបារារំ 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒 (និមិតត) ត លឲ្យ ល់ចនួំនលមីដនេះ នូវ 
កមមសិ ធិគួរឲ្យភាា ក់ ដ ើ ត លដគចូលចិតតជារ ការសរដសរ √− 1 ។   𝑖 ដនេះ ដ ើរដៅ 
ថា  « ឯកតា្និមិតត » ។   ដដា  កង្ ឹសតីជា ូដៅមក នុវតតចដំ េះការពិដសសដនេះ  
« ចនួំនកផំាិច កណំត់ដដា  ដគឲ្យចនួំនពិតពីរ  𝑎  និរ 𝑏  »   ដ ើ  ចនួំនកផំាិច  (𝑎 , 𝑏)  
តា្រដដា   𝑎 + 𝑖𝑏  [គឺជា ផលបូក ននធ្លតុ  ( 𝑎 , 0)  និរ  ( 0 , 𝑏) ] ។  ការ បូក  និរ ការ
គុណ  ចនួំនកផំាិច បានមក ដដា  ចាប់គណន្ទត លដ ើរធ្លា ប់ដង្បើ  ដដា ង្គ្នន់តត ដបើ
អាចដ្វើបាន ជនួំសង្គប់ដពល 
𝑖2  ដដា   − 1 ( ូដចនេះ 𝑖3 ដដា  − 𝑖   និរ  𝑖4ដដា  1  ។ល។ …) ។ 
   ដបើដគង្គ្នន់តតចរ់ដផតើមបញ្ចូ លនូវចនួំនកផំាិចដន្ទេះ  ដគង្គ្នន់តតដ្វើតា្មការស្គរសរ់ត ល 
បានបង្ហា ញដៅ កថាខណឌ មុនដនេះ ដដា  ក 𝐴 = 𝑅 ដ ើ  𝑘 =  −1  ដៅដពលដន្ទេះ 

 

15   ចដំ េះ  𝑘 =  −1 ដ ើរដ ើញថា ដៅកនុរ 𝑍 ឬ ដៅកនុរ  𝑄  គ្នម នធ្លតុ 𝑥 ណាមួ  ត លឲ្យ  
𝑥2  = - 1  ដន្ទេះដ  ។ 
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ចនួំនកផំាិច គឺកណំត់ដដា  គូននចនួំនពិត ដ ើ  ការបូក និរការគុណ  ននពីរគូដន្ទេះ គឺ 
កណំត់ដដា រូបមនត ៖ 
(1)                    ( 𝑎 , 𝑏) + ( 𝑐 , 𝑑) =   ( 𝑎 + 𝑏 , 𝑐 + 𝑑) 
                         ( 𝑎 , 𝑏)  ×   ( 𝑐 , 𝑑) =    ( 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 , 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)  
  ដគអាចង្តួតពិនិតយតតមតរនូវកមមសិ ធិ ននវ ិ្ ីគណន្ទទរំដនេះ  ដ ើ ការរកនូវចរំាស នន 
ធ្លតុ ( 𝑎 , 𝑏) 16គឺនឹរង្ហ ង្សួលដដា ថា 𝑎2 - 𝑘𝑏2  ដៅជា 𝑎2 + 𝑏2  (ដដា  𝑘 =  −1) 
ដ ើ  𝑎2 + 𝑏2 = 0    =>   𝑎 = 0 និរ  𝑏 = 0 ។  ូដចនេះ ដគដ ើញថា ចរំាសនន  ( 𝑎 , 𝑏)  គឺ ៖ 

(  
𝑎

𝑎2+𝑏2
  ,

− 𝑏

𝑎2+𝑏2
  ) ។ 

ការកត់ង្តា 
ចនួំនពិត 𝑎  គឺជាតផនកពិត ( 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒) នន  𝑎 + 𝑖𝑏   ដ ើ  ចនួំនពិត 𝑏  គឺជាតផនក 
និមិតត ( 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒) របស់វា ។ ចនួំនកផំាិច  𝑎 + 𝑖𝑏 និរ 𝑎 − 𝑖𝑏   ដៅថា  
និមិតតឆ្លា ស់  (𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑢é𝑠)  ចនួំនវជិាមាន  ( 𝑎2 + 𝑏2 )

1
2⁄   ដៅថា 

ម ូឌុល ននចនួំនកផំាិច 𝑎 + 𝑖𝑏  ដ ើ តា្រដដា   |𝑎 + 𝑖𝑏| ។ 
  តដៅដនេះ ដគ  ួលស្គគ ល់ថា ចនួំនកផំាិចអាចតា្រដដា  តួ កសរតតមួ គត់  ូចជា 𝑧 ជា
ដ ើម ដ ើ មូឌុលរបស់វាដដា  |𝑧| ។    
ដគសដរកតថា មូឌុលននចនួំនកផំាិច ដ្វើឲ្យ ូដៅ  ចនួំនអាប់សូលុ ននចនួំនពិត  
(𝑔é𝑛é𝑟𝑎𝑙𝑖𝑠𝑒 𝑙𝑎 𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑒 𝑑′𝑢𝑛𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑟é𝑒𝑙) ដ ើ ដគអាចបង្ហា ញដដា គណន្ទ 
នូវ នំ្ទក់ នំរ ៖ 
(2)       |𝑧1𝑧2| = |𝑧1||𝑧2|          |𝑧1| −  |𝑧2|   ≤  |𝑧1 ∓ 𝑧2| ≤ |𝑧1| +  |𝑧2| 
ត លដ ើរនឹរដ្វើការបង្ហា ញដដា  ្រណីមាង្ត (𝑢𝑛𝑒 𝑑é𝑚𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑔é𝑜𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒)។ 

 

16  ដមើល  ឡឹម- ី៣  នន §9  ។ 
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តតង្តូវបញ្ញា ក់ថា សនំុំននចនួំនកផំាិចមិនមានលដំាប់ដ  ( 𝑙′𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠  

 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒𝑠 𝑛′𝑒𝑠𝑡𝑝𝑎𝑠 𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é) ដ ើ   វសិមភាពរវារពីរចនួំនកផំាិច ូចជា 𝑧1  ≥ 𝑧2 
ដន្ទេះគ្នម នន័ ដ  ។ 
ការបកង្សាយដោយធរណីមាង្ត 
   ចនួំនកផំាិច 𝑎 + 𝑖𝑏 អាច ណំារដដា ចណុំច 𝑀 ត លមានកូ រដដាដន  ( 𝑎 , 𝑏) ដៅកនុរ
បារ់  ឬ ដដា វុចិ រ័ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ត លមាន កុមប ូសរ់ (𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡) ( 𝑎 , 𝑏) ដៅដពលដន្ទេះ ដគថា  
𝑎 + 𝑖𝑏  ជាអា វីក (𝑎𝑓𝑓𝑖𝑥𝑒) ននចណុំច 𝑀  (ឬ តនវុចិ រ័ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) ដ ើ ដគបាន  
𝑂𝑀 = |𝑎 + 𝑖𝑏|  ។ 
      ូចនេះ ការបូកននចនួំនកផំាិច គឺផគូ នឹរការបូកននវុចិ រ័ ៖ ដបើ 𝑧 =  𝑧1 + 𝑧2  ដន្ទេះវុចិ រ័ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

ត លមានអា វីស 𝑧 ជាផលបូកននវុចិ រ័ 𝑂𝑀1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   និរ 𝑂𝑀2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ត លមានអា វីស 𝑧1 និរ 𝑧2 ។ 
    ដ ើមបបីកង្ស្គ ការដ្វើដលខគុណននចនួំនកផំាិច  កកូ រដដាដនប ូតលរ(𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒𝑠   
𝑝𝑜𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒𝑠) ដៅកនុរបារ់ដន្ទេះង្សួលដង្បើជារ ៖  ពីចនួំនកផំាិចនីមួ ៗ 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  ខុសពី 
សូនយ  ដគផគូ នឹរចនួំនពិតពីរ  𝑟 និរ  𝜃 ត លបដំពញ  𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 និរ  𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 ដដា  
 𝑟 > 0 ។  ចនួំន θ ដៅថា អាគុ ម រ់ នន 𝑧 ដ ើ តា្រដដា  𝐴𝑟𝑔 𝑧 ត លកណំត់លុេះង្តា្ 
តតមាន2𝑘𝜋 ( 𝐴𝑟𝑔 𝑧  𝑛′𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖 𝑞𝑢′à 2𝑘𝜋 𝑝𝑟è𝑠) គឺជាមុ ំ𝑂𝑥 ជាមួ វុចិ រ័ត លមាន អា
 វីស 𝑧 ។  តតចនួំន 𝑟 ត លដសមើនឹរ  |z| ដន្ទេះកណំត់តតមតររួចដ ើ ។ 
 ូដចនេះដគបាន 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 )  ដ ើ ផលគុណ 
𝑧1𝑧2   ននពីរចនួំនកផំាិច ៖ 
𝑧1 = 𝑟1(cos𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1)   និរ  𝑧2 = 𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2)     ដន្ទេះដសមើនឹរ ៖ 
𝑧1𝑧2 =  𝑟1𝑟2 (cos 𝜃1 cos 𝜃2 – sin 𝜃1 sin 𝜃2 +  𝑖 sin 𝜃1 cos 𝜃2 +  𝑖 sin 𝜃2 cos 𝜃1)        =   𝑟1𝑟2 [cos( 𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 + 𝜃2)] 
   ូដចនេះផលគុណ 𝑧1𝑧2  គឺកណំត់ដដា ៖ 
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|𝑧1𝑧2| = |𝑧1||𝑧2|   ដ ើ  𝐴𝑟𝑔(𝑧1𝑧2) = 𝐴𝑟𝑔(𝑧1)+𝐴𝑟𝑔(𝑧2)+ 2𝑘𝜋   (𝑘 ∈ 𝑍) ។ 
  ការគុណ ដដា ចនួំនកផំាិច 𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 ) អាចបកង្ស្គ  ដៅកនុរបារ់ ជា  
សីុមីលី ូ  (𝑠𝑖𝑚𝑖𝑙𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒) ត លមាន នុបាត (𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡) 𝑟 =  |𝑧|  និរមុ ំ𝜃 = 𝐴𝑟𝑔(𝑧) ។ 
ជា ីបញ្ច ប់  នំ្ទក់ នំរត លង្តូវចដំ េះ ម ូឌុលននចនួំនកដំផាច  ក៏ង្តូវដដា រូបភាពនន 
្រណីមាង្ត ៖ ដដា ង្តីដកាណមាង្ត ដគបាន  រូបមនត ៖ 
|𝑧1𝑧2| = |𝑧1||𝑧2|        និរវសិមភាព    |𝑧1| − |𝑧2|  ≤  |𝑧1 − 𝑧2| ≤   |𝑧|1 + |𝑧2|  ត ល 
បកង្ស្គ ដដា  វសិមភាពង្តីដកាណ ៖  𝑂𝑀1 − 𝑂𝑀2 ≤ 𝑀1𝑀2 ≤ 𝑂𝑀1 + 𝑂𝑀2 ដបាេះដគ 
តា្រដដា  𝑀1និរ  M2  ចណុំចត លមាន អា វីក 𝑧1 និរ 𝑧2 ។ 

11. ករ ននព ុធ្ល - ការពង្រីក តា្មពីជគណិត ដ ើ និរការ 
គិតមិន ល់ ( 𝑳′𝒂𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖 𝒅𝒆𝒔 𝒑𝒐𝒍𝒚𝒏ô𝒎𝒆𝒔.  𝑬𝒙𝒕𝒆𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏𝒔 
𝒂𝒍𝒈è𝒃𝒓𝒊𝒒𝒖𝒆𝒔 𝒆𝒕 𝒕𝒓𝒂𝒏𝒔𝒄𝒆𝒏𝒅𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔).  
 ចដំ េះ ដលាក នកសិកា ពីំពីជគណិត សញ្ញា ណតនព ុធ្ល គឺជាប់ជ ំក់នឹរការសិកា 
 ពីំ នុគមន៍ដ  ៖ ព ូធ្ល ត លមាន ដលរតតមួ  គ្នម ន វីដង្ៅពីសវីត មានចនួំនធ្លតុ ល់  
ដៅ ននត  𝑎0, 𝑎1, …… . . , 𝑎𝑛  កកនុរករង្តលប់ A ដ ើ សូនយាប់ពីជួរណាមួ ដៅ ។ 
ដគថាព ុធ្លសូនយ ដបើង្គប់ដមគុណដសមើនឹរសូនយ  ដ ើ ព ុធ្លសូនយនឹរតា្រដដា   (0) ។ 
  ព ុធ្លមួ   𝑃 = ( 𝑎0, 𝑎1, …… . . , 𝑎𝑛) មាន ឺដង្ក (𝑑𝑒𝑔𝑟é) យ រដង្ចើនដសមើនឹរ 𝑝 ដ ើ 
ចដំ េះ  𝑛 > 𝑝 ដគបាន 𝑎𝑛 = 0 ។  ដ ើ ដគថាមាន ឺង្ក 𝑝 ដបើតលមដលើដនេះ 𝑎𝑝 ≠ 0 
 ូដចនេះ  ឺដង្កននព ុធ្លមិនសូនយ គឺ ចនួំនគត់ 𝑝 ត លតូចជារដគបផុំតបានបដំពញ  ចដំ េះ 
𝑛 > 𝑝  ដគបាន 𝑎𝑛= 0 ។ ចដំ េះ ព ុធ្លសូនយ ដគមិនមានកណំត់ ឺដង្កវាដ  តតដគអាច 
និយ ថា ចដំ េះចនួំនគត់ 𝑛 ណាក៏ដដា   ព ុធ្លសូនយ មាន ឺដង្ក្បំផុំតង្តឹម 𝑛 ៖ 
ការសនមតដនេះដ្វើឲ្យង្ហ  ល់ការតលារន្ទន្ទ។ 
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 ព ុធ្លមួ ត លមាន ឺដង្កយ រដង្ចើនដសមើនឹរ 𝑝  គឺកណំត់ដដា សវីតមិន ននត  
𝑎0, 𝑎1, …… . . , 𝑎𝑝  នន 𝑝 + 1 ធ្លតុកនុរ 𝐴  ដដា ង្តូវ ល់ថា ដមគុណទរំឡា បន្ទា ប់ពី 
𝑎𝑝ដៅ សុ ធតតសូនយ។ ព ុធ្លដន្ទេះនឹរតា្រជារូបរារដដា  ៖ 
          𝑃(𝑥) =  𝑎0  + 𝑎1𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑝𝑥

𝑝  =  ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑝

𝑖=0  
ដ ើ ដគ ជា ព ុធ្លមួ នន ដលរ 𝑥  (𝑐′𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛ô𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑥) ។ តតដ ើរមិន
ទន់ដង្បើការសរដសរដនេះភាា មដ   រាបណាដ ើរមិនទន់បានតវកតញកសមព័នធ    
រវារ សញ្ញា ណ រូបីននព ុធ្ល ( 𝑙𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑎𝑏𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛ô𝑚𝑒)និរសញ្ញា ណនន  នុ
គមន៍ព ុធ្ល( 𝑙𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛ô𝑚𝑒) ត លដ ើរនឹរសិកា ដៅដពល 
ខារមុខ ។ 
ការបូក (𝑨𝒅𝒅𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏) 
ដ ើរតា្រដដា  𝑃 = ( 𝑎0, 𝑎1, …… . . , 𝑎𝑝)  ព ុធ្លត លមាន ឺដង្កយ រដង្ចើនដសមើនឹរ 𝑝  
ដ ើ ដដា   𝑄 = ( 𝑏0, 𝑏1, …… . . , 𝑏𝑞)  ព ុធ្លត លមាន ឺដង្កយ រដង្ចើនដសមើនឹរ 𝑞  និរ 
sup (𝑝 , 𝑞) គឺចនួំនណាមួ ត ល្កំនុរចដំណាម (𝑝 , 𝑞) ។  ូដចនេះ ចដំ េះ 𝑛 > sup ( 𝑝 , 𝑞) 
ដន្ទេះដគបាន 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 0 ។ ូដចនេះ សវីត 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛  កណំត់នូវព ុធ្លត លមាន ឺដង្កយ រ 
ដង្ចើនដសមើនឹរ sup(𝑝 , 𝑞)។ 
  តា្មនិ មន័  ព ុធ្លត លមានដមគុណ (𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑠) 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 ដៅថា បូកនន ព ុ
ធ្ល 𝑃 , 𝑄  ដ ើ តា្រដដា  𝑃 + 𝑄 ។ 
ការគលណ (𝑴𝒖𝒍𝒕𝒊𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏) 
ដដា  កការកត់ង្តា្ ត ល  ដ ើរតា្រ៖ 
 (1)              𝑐𝑛 = 𝑎0𝑏𝑛 + 𝑎1𝑏𝑛−1 + …… .+ 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 + … . . +𝑎𝑛𝑏0  = ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘

𝑛
𝑘=0  

ចដំ េះ 𝑛 > 𝑝 + 𝑞  ដន្ទេះដគមាន 𝑐𝑛 = 0 ត លបង្ហា ញថា សវីត 𝑐𝑛 កណំត់នូវព ុធ្លត ល 
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មាន ឺដង្កយ រដង្ចើនដសមើនឹរ 𝑝 + 𝑞  ។ តា្មនិ មន័  ព ុធ្លដនេះដៅថា គុណនន ព ុ
ធ្ល 𝑃, 𝑄  ដ ើ តា្រដដា  𝑃𝑄 ។ 
  ជាការង្ហ ដ  ត លបង្ហា ញថា វ ិ្ ីគណន្ទ បូកនិរគុណ ត លកណំត់ដដា និ ម 
ន័ ដនេះ ដ្វើឲ្យសនំុំននព ុធ្លត លមានដមគុណដៅកនុរ𝐴ដន្ទេះ   មានរចន្ទសមព័នធជា ករ
ង្តលប់ ( 𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒 𝑑′𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑓) ។ ករ  ដនេះដគតា្រដដា  𝐴[𝑥] ។ 
ករណី 𝐴 ជាករសុចរតិ (𝑐𝑎𝑠  𝑜ù 𝐴 𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛 𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢 𝑑′𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑖𝑡é) 
ដ ើរង្តលប់មកការកត់ង្តា្ខារដលើវញិ  ដដា ឧបមាថា 𝑃 មាន ឺដង្ក 𝑝  ដ ើ  𝑄 មាន ឺ
ដង្ក 𝑞  ដ ើ ដមគុណ 𝑐𝑛 កណំត់ដដា រូបមនត (1)។   ូដចនេះ ដគបាន 𝑐𝑝+𝑞 = 𝑎𝑝𝑏𝑞 
ដដា  𝑎p ≠ 0 និរ 𝑏𝑞 ≠ 0  ូដចនេះដបើ 𝐴 ជាករសុចរតិ ដន្ទេះ 𝑐𝑝+𝑞 ≠  0។ ដ ើរអាចតលារថា៖ 

ការដសនើ(V,11,1) 
ដបើ 𝑨 ជាករសុចរតិ  ការគុណននព ុធ្ល 𝑷,𝑸 មិនសូនយ  គឺមិនសូនយ  ដ ើ  ឺដង្ករបស់វា 
ដសមើនឹរផលបូកនន ឺដង្ក នន ព ុធ្ល 𝑷,𝑸 ។ 
 

 នុស្គ្យ (𝑪𝒐𝒓𝒐𝒍𝒍𝒂𝒊𝒓𝒆) 
ដបើ 𝑨 ជាករសុចរតិ ដន្ទេះ 𝑨[𝒙]ក៏ជាករសុចរតិត រ។ 
 

សដរកត 
ដបើ 𝐴 មានធ្លតុឯកតា្ តា្រដដា  1  ដន្ទេះករ 𝐴[𝑥] ក៏មានធ្លតុឯកតា្  ត លជាព ុធ្ល 
មាន ឺដង្កសូនយ កណំត់ដដា ដមគុណ មិនសូនយ 𝑎0 = 1 ។ 
តតលវីដបើ 𝐴  ជា រគក៏ដដា   ព ុធ្លត លមានដមគុណកនុរ 𝐴 មិនផសបំានជា រគដ 17 ។ 

 

17 ពីដង្ េះធ្លតុមួ ៗ គ្នម នចរំាស ឧបមា 𝑃(𝑥) = 3𝑥  ដបើ 𝑄(𝑥)ជាព ុធ្លចរំាស ដន្ទេះង្តូវ   P(x)Q(x)   =   1 
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អនលគមនព៍ហលធា (𝑳𝒆𝒔 𝒇𝒐𝒏𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏𝒔 − 𝑷𝒐𝒍𝒚𝒏ô𝒎𝒆𝒔) 
តា្មពិត និ មន័  នន ការបូកនិរការគុណ ននព ុធ្ល គឺបានដដា ការសិកា ពីំ  នុ
គមន៍ត លង្តូវផគូ នឹរព ុធ្លដន្ទេះ ។ 
ពីព ុធ្ល 𝑃 = ( 𝑎0, 𝑎1, …… . . , 𝑎𝑝)  ដ ើរអាចផគូ នឹរ នុគមន៍ 𝑃̅  ការ នុវតតន៍ពី 𝐴 ដៅកនុរ 
𝐴  ត ល  គណំត់ដដា  ៖  𝑃̅ (𝑥) =  𝑎0  + 𝑎1𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑝𝑥

𝑝   ដ ើ ដគអាចពិនិតយ 
បញ្ញា ក់ថា ការបូកនិរការគុណននព ុធ្ល 𝑃និរ 𝑄 ត លបានកណំត់មកដ ើ ដន្ទេះគឺ 
ដ ើមប ីឲ្យ នុគមន៍ 𝑅̅ = 𝑃 + 𝑄̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   និរ 𝑆̅ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅   ត លផគូ នឹរ 𝑅 = 𝑃 + 𝑄  និរ 𝑆 = 𝑃𝑄  ដន្ទេះគឺ 
ជាផលបូកនិរផលគុណនន  នុគមន៍ 𝑃̅, 𝑄̅ ។ បានន័ ថា ៖  𝑅̅ (𝑥)  = 𝑃̅(𝑥) + 𝑄̅(𝑥) និរ 
𝑆̅(𝑥) = 𝑃̅(𝑥)𝑄̅(𝑥)  ត លដគបកង្ស្គ ដដា  សមភាពជារូបនិមិតត ៖ 
                   𝑃 + 𝑄̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = 𝑃̅ +  𝑄̅    និរ   𝑃𝑄̅̅ ̅̅  = 𝑃̅𝑄̅   ។ 
តតដបើដគកណំត់ ការបូកនិរការគុណននព ុធ្ល  ដដា  ក ពីំការបូកនិរការគុណ 
នន នុគមន៍ត លផគូ ដន្ទេះវញិ ដគនឹរជួបនូវការលបំាក ៏ខាា រំ៖ ដតើការឲ្យ នុគមន៍ 𝑃̅ អាច 
កណំត់បានព ុធ្ល 𝑃 ឬដ  ? គឺថាការ នុវតតន៍ 𝑃 →  𝑃̅ ពីសនំុំននព ុធ្ល ដៅសនំុំនន 
ការ នុវតតន៍ពី 𝐴 ដៅ  𝐴  ដន្ទេះអារំដសច ីវឬដ ?  ដបើសិនជាមិនអារំដសច ីវដ ដន្ទេះ ព ុ
ធ្ល 𝑃 + 𝑄   និរ  𝑃𝑄  នឹរមិនកណំត់បានដដា ង្គប់ង្គ្នន់ដដា រូបមនត ៖ 
            𝑃 + 𝑄̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (𝑥)= 𝑃̅(𝑥) + 𝑄̅(𝑥)    និរ   𝑃𝑄̅̅ ̅̅  (𝑥) = 𝑃̅(𝑥) 𝑄̅(𝑥) ។ 
   តតដគដ ើញដដា ង្ហ ថា ចដមាើ មិនជាវជិាមានតតង្គប់ដពលដន្ទេះដ  ៖ ឧបមាដបើ 
𝐴 ជាករត លមានតត 2  ធ្លតុ គឺថាន ក់ននសណំល់ម ូឌុ ឡូ 2 (ដមើល §7) ដន្ទេះ 
 នុគមន៍-ព ុធ្ល 𝑥(𝑥 + 1) ≡ 0 [2]  (កុរង្គុ  នឹរ សូនយ  ម ូឌុ ឡូ 2)  ពីដង្ េះ 

 

=>  𝑄(𝑥) =  
1

𝑃(𝑥)
  = 

1

3𝑥
  = 

1

3
𝑥−1  លវីដបើ  13 ∈ 𝐴  តតចដំ េះ 𝑥−1  ចនួំន −1  មិនដៅកនុរ  𝑁 ដ  ។ 
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កនុរផលគុណ ននចនួំនពីរជាប់គ្នន   𝑥  និរ  𝑥 + 1 មានចនួំនណាមួ ជាចនួំនគត់គូ 
(𝑢𝑛 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑝𝑎𝑖𝑟)  ូដចនេះ តចកដដា  2ដាច់  គឺថាសណំល់ដសមើនឹរសូនយ។  ូដចនេះ 
ព ុធ្ល 𝑃1 = (0, 1, 1) និរ ព ុធ្ល  𝑃2 = (0) ទរំពីរដនេះ ផគូ នឹរ  នុគមន៍-ព ុធ្ល  
𝑃 ̅(𝑥) = 𝑥(𝑥 + 1) ។  ដនេះមកតតពីមាន តួតចកននសូនយ(𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑧é𝑟𝑜)  ដៅកនុរ 
ឧទ រណ៍ដនេះ ។ 
   តតង្តូវ ឹរថា ចដំ េះព ុធ្ល្មមតា្ត លដ ើរធ្លា ប់ដង្បើដន្ទេះ (គឺដមគុណដៅកនុរ  
𝑍, 𝑄, 𝑅, 𝐶) ព ុធ្លទរំដន្ទេះសុ ធតតអាចកណំត់បានដដា   នុគមន៍ត លផគូទរំ ស់ 
ដដា ដចញមកពី ង្ ឹសតីប  ជា ូដៅខារដង្កាមដនេះ៖ 

ការដសនើ(V,11,2) 
ដគឲ្យ  𝑨 ជាករសុចរតិ  (𝒂𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖 𝒅′𝒊𝒏𝒕é𝒈𝒓𝒊𝒕é) មានធ្លតុដង្ចើន ល់ ននត  ដ ើ  𝑷 និរ
 𝑸 ជាព ុធ្លត ល កដមគុណកនុរ 𝑨    ដៅដពលដន្ទេះ  សមភាពនន នុគមន៍ 𝑷̅ និរ 𝑸̅  
ត ល ផគូ នឹរព ុធ្លដន្ទេះ បណាត លឲ្យមានសមភាព រវារ ព ុធ្លដន្ទេះ ឬដដា  រូបនិមិតត ៖ 
                                                     ( 𝑷̅ = 𝑸̅ )    =>   ( 𝑷 = 𝑸 ) ។ 

ការសដរកត បូំរ 
ដបើដ ើរតា្រ 𝑅 = 𝑃 − 𝑄  ដ ើរបាន 𝑅̅ = 𝑃̅ - 𝑄̅  ដ ើ ដ ើរង្គ្នន់តតបង្ហា ញថា  នំ្ទក់ 
 នំរ  𝑅̅ (𝑥) = 0  ត លង្តូវចដំ េះង្គប់ 𝑥 ∈ 𝐴   =>   𝑅(𝑥) = (0) ដដា តា្រ (0) ជា 
ព ុធ្ល ត លមានដមគុណទរំ ស់សុ ធតតសូនយ  ឬ ដដា សរដសរជា រូបនិមិតត 
∀ 𝑥 ∈ 𝐴 ,   𝑅̅ (𝑥) = 0     =>   𝑅(𝑥) = 0 
 ដបើដ ើរដៅថា  « សូនយ  » ននព ុធ្ល 𝑅  គឺធ្លតុ 𝑥 ∈ 𝐴 ត លឲ្យ 𝑅̅ (𝑥) = 0  ដន្ទេះ 
កមមសិ ធិដនេះដចញមកពី  សមមតិកមមដលើ 𝐴 និរ ង្ ឹសតីប  ូចតដៅដនេះ ៖ 
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ការដសនើ(V,11,3) 
ដបើ 𝑨ជាករសុចរតិ    ព ុធ្លមួ មាន ឺដង្ក 𝒏 ដ ើ  កដមគុណកនុរ 𝑨    មាន 
យ រដង្ចើន 𝒏 «សូនយ »ខុសពីគ្នន  ។ 
 
ដ ើរនឹរបង្ហា ញការដសនើដនេះ កនុរករណីត ល 𝐴 មានធ្លតុឯកតា្ 𝑒 មួ   ដដា  សនមតថា
ដគអាចបានករណីដនេះដដា ពង្រីក 𝐴18 ។  ការបង្ហា ញតចកជាបី ណំាក់។ 
I. ដ ើរតា្រដដា  𝑃 ព ុធ្លមាន ឺដង្កយ រដង្ចើន 𝑛 ដ ើ កណំត់ដដា ដមគុណ 
𝑎0, 𝑎1, …… . . , 𝑎𝑛     និរ  𝑐 ជាធ្លតុមួ នន 𝐴 ។ 
  ដ ើរដាក់ ៖     𝑏𝑛 = 𝑎𝑛 ,    𝑏𝑛−1 = 𝑎𝑛−1 +  𝑐𝑎𝑛   ដ ើ ជា ូដៅចដំ េះ 0  ≤ 𝑝 ≤ 𝑛    
(𝟏)  𝑏𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑐𝑎𝑝+1 +  𝑐2𝑎𝑝+2+ …+ 𝑐𝑟𝑎𝑝+𝑟 +  …+ 𝑐𝑛−𝑝𝑎𝑝+𝑛−𝑝 (តួចុរដគដនេះគឺ 𝑐𝑛−𝑝𝑎𝑛) 
ដ ើ ដ ើរតា្រដដា  𝑄 ព ុធ្លមាន ឺដង្កយ រដង្ចើន 𝑛 − 1 ដ ើ កណំត់ដដា  
ដមគុណ  𝑏1, 𝑏2 ,  …… . . , 𝑏𝑛 ។   ដបើដ ើរតា្រដដា  ( 𝑥 − 𝑐) ព ុធ្លមាន ឺដង្ក មួ  ដ ើ  
ដមគុណ  ( −𝑐 , 1) និរ 𝑏0 19 ព ុធ្ល (សូនយ  ឬ   ឺដង្កសូនយ) កណំត់ដដា  ដមគុណតត
មួ គត់ 𝑏0   ដន្ទេះដដា ដ្វើដលខ្មមតា្ដ ើរអាចពិនិតយបញ្ញា ក់ សមភាព ៖ 
(2)      𝑃 = ( 𝑥 − 𝑐)𝑄 + (𝑏0) 20 
II. ដ ើរបាន : 𝑏0 = 𝑎0 + 𝑎1𝑐 + ……+ 𝑎𝑝𝑐

𝑝 + …….+ 𝑎𝑛𝑐
𝑛 = 𝑃̅(𝑐)21 

 

18     ដបើ 𝐴 ជាករសុចរតិ  ដគអាចដង្បើរដបៀបពង្រីកដលើ 𝐴  ដ ើមបឆីារពី   𝑍 → 𝑄 ដដា ជា បូំរដគ ឆាុេះ 𝐴 
(𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑠𝑒𝑟 𝐴 ) ចដំ េះដលខគុណ ។ ដ ើ  ល់បាន សនុំំលមី 𝐾ដ ើ   ដគក៏ពង្រីក 𝐾 ដដា ដលខ បូកត ល 
មានដៅដលើ 𝐴 ។ ដ ើ ដគក៏ដង្បើរដបៀបដនេះចដំ េះ 𝐴 ត លគ្នម នធ្លតុឯកតា្៖ គឺថាដគអាចពង្រីក ករ 𝐴 
សុចរតិ ត លគ្នម នធ្លតុឯកតា្  ឲ្យបានជា ករសុចរតិមួ លមីត លមានធ្លតុឯកតា្ ។ 
19  បានដដា  ឲ្យ 𝑝 = 0 ដៅកនុរ (1) 
20 ដ ើមបបីាន  នំ្ទក់ នំរដនេះ ដ ើរង្គ្នន់តត ដ្វើដលខគុណ រវារ ពីរព ុធ្ល ដដា   𝑄 = (𝑏1, 𝑏2, … . , 𝑏𝑛−1) 

21 ដមើលនិ មន័   នុគមន៍ព ុធ្ល 𝑃̅(𝑥)  ដ ើ  (2) ដៅជា    𝑃 = ( 𝑥 − 𝑐)𝑄 + 𝑃̅(𝑐) 
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ដដា   នំ្ទក់ នំរ (2)  ដ ើរអាចតលារ ការដសនើ ូចតដៅដនេះ៖ 

ឡឹម (𝑽, 𝟏𝟏, 𝟒) 
ដ ើមប ីព ុធ្ល 𝑷 តចកដាច់ដដា ព ុធ្ល  ( 𝒙 − 𝒄) ដន្ទេះង្គ្នន់តត 𝒄 ជា « សូនយ 1 » នន 𝑷 
ដ ើ   ូដាន េះ ផលតចកនន 𝑷 ដដា  ( 𝒙 − 𝒄) គឺ ព ុធ្ល 𝑸 ត លមាន ឺដង្ក តូចជារមួ  
ឯកតា្ ដបើដ្ៀប ដៅនឹរ ឺដង្កនន 𝑷 ។ 
 

III. ដបើ ព ុធ្ល 𝑃 មានចនួំន 𝑛 « សូនយ » ខុសៗគ្នន  𝑐1 , 𝑐2, … . . , 𝑐𝑛  ដន្ទេះឡឹម (𝑉, 11, 4)  ក
មក នុវតតដៅដលើ 𝑃  និរ 𝑐1  អាចឲ្យដ ើរអាស់អារថាមាន ព ុធ្ល 𝑄1ត លមាន 
ត លមាន ឺដង្ក ( 𝑛 − 1) យ រដង្ចើន ត លឲ្យ 𝑃 = ( 𝑥 − 𝑐1)𝑄1   ដ ើ ដបើ 𝐴 មិនមាន 
តួតចកននសូនយដ ដន្ទេះ    នំ្ទក់ នំរ៖ 
𝑃̅(𝑐𝑘) = ( 𝑐𝑘 − 𝑐1) 𝑄1

̅̅ ̅(𝑐𝑘) = 0  =>   𝑄1
̅̅ ̅(𝑐𝑘) = 0   ចដំ េះ 𝑘 ≥ 2 

  ដដា  ដង្បើជាលមី ឡឹម (𝑉, 11, 4)  កមក នុវតតដៅដលើ 𝑄1  និរ 𝑐2 ដ ើរដ ើញថា 𝑄1 
តចកដាច់នឹរ ( 𝑥 − 𝑐2) ដ ើ ផលតចកគឺ ព ុធ្ល 𝑄2 មាន ឺដង្ក 𝑛 − 2  យ រដង្ចើន ត ល 
មាន 𝑐3, … . . , 𝑐𝑛  ជា « សូនយ » ។ ដ ើ ដដា ជិតបនតិចមតរៗ (ដដា ដរ  គ្នរ  រ់មិន ននត) ដគ 
ក៏បង្ហា ញថា 𝑃 តចកដាច់ដដា  ការគុណននកតា្ត   ( 𝑥 − 𝑐1)( 𝑥 − 𝑐2)… . ( 𝑥 − 𝑐𝑛) ដ ើ  
ផលតចកចុរដង្កា  𝑄𝑛 គឺព ុធ្ល សូនយឬ មាន ឺដង្កសូនយ កណំត់ដដា ដមគុណតតមួ  
គត់ 𝑎𝑛 ។  ូដចនេះដ ើរដ ើញថា  ព ុធ្ល 𝑃 ពុំអាចមាន «សូនយ » 𝑐𝑛+1 ខុសពី 𝑐1, … . , 𝑐𝑛 
ដ ើ មិនដសមើនឹរសូនយដន្ទេះដ   (គឺថា ដបើមាន 𝑐𝑛+1   ដន្ទេះ   𝑐𝑛+1 = 0  )។ 
   ដបើ 𝐴 ជាករសុចរតិ មានធ្លតុ ល់ ននត  ដ ើរអាច សមាគ ល់ ព ុធ្លត ល កដមគុណ 
កនុរ 𝐴  ថា ូចគ្នន នឹរ  នុគមន៍-ព ុធ្ល  ត លដ្វើឲ្យការសិកាដៅជាង្ហ បផុំត។ 
     ដៅង្គប់ករណី  ដ ើរអាចសមាគ ល់ ព ុធ្ល ឺង្កសូនយ ដដា ដមគុណតតមួ គត់ ៖ 
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ពីដង្ េះថា ដបើដ ើរតា្រដដា  (𝑎) ព ុធ្ល ឺដង្កសូនយមានដមគុណ 𝑎  ដ ើរដ ើញថា 
ការ នុវតតន៍ 𝑎  → (𝑎) កណំត់  ីុសូដមា វីស ពី 𝐴 ដៅ  សនំុំននព ុធ្លទរំដន្ទេះ ។ ដគក៏ 
អាចសមាគ ល់ ព ុធ្ល (𝑎)  ដៅនឹរចនួំនមិនតង្បង្បួល 𝑎 ( នុគមន៍  កចនួំន 𝑎 ជានិចច  ) ។ 
 ូដចនេះ « ករព ុធ្ល  កដមគុណកនុរ 𝐴 »   ជា  « ករ 𝐴 ត លពង្រីកតា្មពីជគណិត » ។ 
សមីការពីជគណិត ( 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑎𝑙𝑔è𝑏𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠) 
ដគដៅថា សមីការពីជគណិត ដលើករ 𝐴  គឺ នំ្ទក់ នំរមានរារ 𝑃̅(𝑥) =  0 ដដា  𝑃 ជា 
ព ុធ្ល កដមគុណកនុរ 𝐴 ។  ចនួំន សូនយនន 𝑃  ដៅថាសូនយ ឬ រសឺ  ននសមីការ ៖ គឺធ្លតុ 
នន 𝐴  ត លដផាៀរផ្ទា ត់សមីការ ។ 
ង្តូវង្ប ័តនថា សនំុំននសូនយ ជាប់ទក់ រនឹរ ករ ត លដគដាក់ ៖  ូចជា សមីការ 𝑥2  =  2  
មិនមានរសឺដៅកនុរ រគ 𝑄 ននចនួំនសនិទន  តតមានរសឺដៅកនុរ រគ 𝑅 ននចនួំនពិត។ 
សមីការ 𝑥2 +  1 = 0 មិនមានរសឺដៅកនុរ 𝑅 តតមានរសឺ ដៅកនុរ រគ 𝐶 ននចនួំនកផំាិច។  
   ង្ ឹសតី នន នុគមន៍ មាន ដលរកផំាិច (𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒) អាចឲ្យ 
ង្ ឹសតីប ជាង្គឹេះមួ ដៅថា ង្ ឹសតីប អាឡតំបរ ( 𝑡ℎé𝑜𝑟è𝑚𝑒 𝑑′𝐴𝑙𝑒𝑚𝑏𝑒𝑟𝑡)  ូចតដៅដនេះ៖ 
    ពហុធាមានែឺតគ្ក្ 𝑛 ≥ 1  ក្តមរុណក្នុង 𝐶   មាន សូនយ យ៉ា ងតោចណាស់ម ួតៅក្នុង 𝐶។ 

ដដា ដង្បើឡឹមត លបានបង្ហា ញរួចមកដ ើ    ដគអាចទញ កដដា តលារថា ៖ 
ង្គប់ ព ុធ្ល មាន ឺដង្ក 𝑛 អាចបតំបកជា 𝑛 កតា្ត គុណ ដដា កតា្ត នីមួ ៗមានតត មួ  ឺ
ដង្ក (𝑇𝑜𝑢𝑡 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛ô𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑔𝑟é 𝑛  𝑠𝑒 𝑑é𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑑𝑒 𝑛 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠 
𝑑𝑢 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖𝑒𝑟 𝑑𝑒𝑔𝑟é) ។ 
========================   ចប់ ជំពកូ 𝑉  ====================== 
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លហំាត់ 
មុននឹរដ្វើលគំត់ ខាុ ដំ្វើការរលឹំកដឡើរវញិនូវសញ្ញា ណខាេះត លបានដរៀនរួចមកដ ើ  ៖ 
1.ង្គបុ G  (un groupe G) - សនំុំ 𝐺 ជាង្គុប កាលណាមាន ចាប់កនុរ មានលកខណៈ ផតុ  ំ
ត លបដំពញល័កខខណ័ឌ   ូចតដៅដនេះ ៖ 

1.  មាន ធ្លតុ នប ុសកលឹរគ 
2. ∀𝑥 ∈ 𝐺   =>  𝑥−1 ∈ 𝐺 ។ 

ង្គុប អាដបលីដ ៀរ ឬ ង្តលប់  កាលណា  ចាប់កនុរដន្ទេះ មានលកខណៈង្តលប់។ 

2.ង្គបុររ 𝑯  (sous − groupe H) ននង្គុប 𝐺 
  𝐻 ជាសនំុំររននង្គុប 𝐺 ។  𝐻 ជាង្គុបររននង្គុប 𝐺 ដបើ ៖ 

1. 𝑥 ∈ 𝐻  => 𝑥−1 ∈ 𝐻 
2. 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝐻 =>  𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐻 ។ 

3.ករ 𝑨 (𝐴𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢 𝐴)  គឺ ៖ 

សនំុំ 𝐴 មានចាប់កនុរពីរ ( បូក  និរ គុណ ) បដំពញល័កខខណ័ឌ   ូចតដៅដនេះ៖ 
1. 𝐴  ជាង្គុបអាដបលីដ ៀរ ចដំ េះ ដលខបូក 
2. ដលខគុណ មាន លកខណៈ ផតុ  ំ និរ បតំបកដ្ៀបដៅនឹរដលខ បូក ។ 

ក្ង គ្តលប ់ កាលណាដលខគុណ មានលកខណៈង្តលប់ ។ 
ក្ង សុចរតិ  ដបើ  𝑎𝑏 = 0    =>    𝑎 = 0   ឬ   𝑏 = 0  ។ 
ដៅកនុរករ   ដគដៅថា តួដចក្ននសូនយ  គឺ ធ្លតុ 𝑎 ណាក៏ដដា ត លស ការ ជាមួ នឹរ
ធ្លតុ 𝑏 ≠ 0 ក៏បដំពញ 𝑎𝑏 = 0    ឬ   𝑏𝑎 = 0 ។ 
 ូដចនេះ  ករសុចរតិ  គឺជាករ គ្នម នតួតចកននសូនយដ  ។ 

𝟒.   រគ 𝑲 ( 𝑢𝑛 𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠 𝐾) 
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 រគ គឺជាសនំុំមួ  ត លដៅដលើដន្ទេះ ដគបានកណំត់ ចាប់កនុរ ពីរ  (បូក និរ គុណ) 
ត កបដំពញ៖ 
1/  𝐾  ជាង្គុបអាដបលីដ ៀរ ចដំ េះដលខ បូក 
2/ 𝐾 −    0     ជាង្គុប ចដំ េះដលខ គុណ  ។ 
ឬក៏ថា ៖ 
 រគ  គឺជាករ  ត លដៅកនុរដន្ទេះ ការតចកដដា ចនួំន មិនសូនយ អាចដ្វើបានជានិចច ។ 
ដគសដរកតថាដៅកនុរ  រគ  គ្នម នតួតចកននសូនយ ដ  ។  ពីដង្ េះថា  ឧបមាមាន 𝑎 ≠ 0 ដ ើ  
 ល់ស ការ ជាមួ នឹរ 𝑏 ≠ 0  ក៏ដ្វើឲ្យបាន 𝑎𝑏 = 0។ ឥឡូវដនេះដ ើរបង្ហា ញថា ដៅមិន
រួចដ  ៖ 
ដបើ 𝑎 ≠ 0  ដន្ទេះ 𝑎−1 មាន  ដដា ដៅកនុរ  រគ។ 
ដ ើ  នំ្ទក់ នំរ  𝑎𝑏 = 0  =>   𝑎−1𝑎𝑏 = 0  => (𝑎−1𝑎)𝑏 = 0  => 𝑏 = 0   ត លខុស 
ពីសមមតិកមម 𝑏 ≠ 0 ។ ដ ើ ក៏ ូចគ្នន ត រ  𝑏𝑎 = 0  =>   𝑏𝑎𝑎−1  = 0  =>    𝑏 = 0   ។ 
ដគថា  រគង្តលប់  កាលណា ដលខគុណង្តលប់ ។   (ចប់រលឹំក) ៕ 
 

លគំត់  
 
V-1.   លគំត់ដនេះដាក់មក ដដា មានបណំរ បង្ហា ញនូវ រូបមនត  
(2)      𝑃 = ( 𝑥 − 𝑐)𝑄 + (𝑏0)   ននការដសនើ ( 𝑉, 11, 3)   ត លពុំទន់បានបង្ហា ញ ។ 
ដដា   𝑃  ជាព ុធ្ល 𝑎0, 𝑎1, …… . . , 𝑎𝑛     មាន ឺង្ក 𝑛  ដ ើ  𝑄 ជាព ុធ្ល មាន ឺដង្ក 𝑛 −

1 និរ ដមគុណ 𝑏1, 𝑏2 ,  …… . . , 𝑏𝑛។   នំ្ទក់ នំរ រវារដមគុណ 𝑎𝑖  និរ  𝑏𝑗  គឺ ៖      
𝑏𝑛 = 𝑎𝑛 ,    𝑏𝑛−1 = 𝑎𝑛−1 +  𝑐𝑎𝑛   ដ ើ ជា ូដៅចដំ េះ 0  ≤ 𝑝 ≤ 𝑛    
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(𝟏)  𝑏𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑐𝑎𝑝+1 +  𝑐2𝑎𝑝+2+ …+ 𝑐𝑟𝑎𝑝+𝑟 +  …+ 𝑐𝑛−𝑝𝑎𝑝+𝑛−𝑝 (តួចុរដគដនេះគឺ 𝑐𝑛−𝑝𝑎𝑛) 
ចូរដមើលការដសនើ(𝑉, 11, 3) ដនេះដឡើរវញិចដំ េះ ង្បធ្លនប ននលគំត់ដនេះ។ 
ចដមាើ  
ដ ើរបាន ឹរដ ើ ថា ព ុធ្ល 𝑃 និរ  នុគមន៍-ព ុធ្លជាគូនឹរគ្នន  𝑃̅   ូចគ្នន កាលណា 
ករ 𝐴 ននព ុធ្ល ជាករសុចរតិ ដ ើ ដៅដពលដន្ទេះ  ព ុធ្ល 𝑃 = ( 𝑎0, 𝑎1, …… . . , 𝑎𝑛)  
ដគសរដសរជា 𝑃(𝑥) =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2+  …….+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛  (ជាការសរដសរត លដ ើរធ្លា ប់

ដង្បើ) 
ដដា កនុរចដំណា ដនេះ 𝐴 ជាករសុចរតិ ដន្ទេះដ ើមបងី្សួលកនុរការបតំបកដៅដពលដ ើរដ្វើ 
ដលខគុណននព ុធ្ល  ដៅដពលដនេះដ ើរសរដសរព ុធ្ល  ូចត លដ ើរធ្លា ប់ដង្បើមក 
ដ ើ  ូច ខារដលើដនេះ។  ូដចនេះដដា ដង្បើ សមមតិកមមខារដលើ ដ ើរបាន៖ 
𝑄(𝑥) =  𝑏1 + 𝑏2𝑥 + 𝑏3𝑥

2 +  …..+ 𝑏𝑛𝑥
𝑛−1 

ដ ើរង្តូវខដំមើល  នំ្ទក់ នំរដរ  គ្នរ  រ ខារដង្កាមដនេះឲ្យបាន ល់ ៖ 
 (𝑅1)        𝑏𝑛 = 𝑎𝑛    
 (𝑅2)        𝑏𝑛−1 = 𝑎𝑛−1 +  𝑐𝑎𝑛 
(𝟏)            𝑏𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑐𝑎𝑝+1 +  𝑐2𝑎𝑝+2+ …+ 𝑐𝑟𝑎𝑝+𝑟 +  …+ 𝑐𝑛−𝑝𝑎𝑛  ចដំ េះ 0  ≤ 𝑝 ≤ 𝑛    
ដ ើរង្តូវ ឹរថា  ចនួំនមិនតង្បង្បួលមាន 𝑛, 𝑐   ដ ើ  𝑝 ជាចនួំនតង្បង្បួលពី 0 ដៅ  𝑛 ។ 
កនុរ នំ្ទក់ នំរ  (𝑅1), (𝑅2), (1)  ធ្លតុចុរដគគឺ 𝑎𝑛 ។  ូដចនេះ សវ័ គុណ 𝑟 ននតួ  𝑐𝑟𝑎𝑝+𝑟  
កនុរ នំ្ទក់ នំរ 𝑏𝑝 ដន្ទេះ  𝑟  កចនួំនបានតតពី 0  ល់  𝑛 − 𝑝 តតប ុដណាណ េះ [ចូលដមើល (1)] 
ដដា  (1) ចដំ េះ 𝑝 = 0  ដ ើរបាន ៖   
𝑏0 = 𝑎0 + 𝑐𝑎1 + 𝑐2𝑎2 + 𝑐3𝑎3+ ……..+ 𝑐𝑟𝑎𝑟 + ……+ 𝑐𝑛𝑎𝑛 
ដ ើមបបីង្ហា ញ (2)      𝑃 = ( 𝑥 − 𝑐)𝑄 + (𝑏0)   ដដា   
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𝑃(𝑥) =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2+  …….+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛  និរ 𝑄(𝑥) =  𝑏1 + 𝑏2𝑥 + 𝑏3𝑥
2 +  …..+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛−1 
ដន្ទេះដ ើរអាចសរដសរ (2)ជា   (3)   𝑃(𝑥) = (𝑥 − 𝑐)𝑄(𝑥) + 𝑏0 
ដដា  𝑏0 មិនតង្បង្បួល ដ ើ ដ ើមបពី ុធ្លពីរដសមើគ្នន ដន្ទេះ ង្តូវ ឯកធ្ល (𝑚𝑜𝑛ô𝑚𝑒) នីមួ ៗ 
ត លមាន  ឺដង្កដសមើគ្នន ដន្ទេះ  មានដមគុណដសមើគ្នន  ដ ើ និរតផនកមិនតង្បង្បួលទរំ 
សរ់ខារក៏ដសមើគ្នន ត រ។ ដ ើរតា្ដដា  𝑃1(𝑥) = ( 𝑥 − 𝑐) 𝑄(𝑥)  =>  
 (4)     𝑃1(𝑥) = ( 𝑥 − 𝑐)(𝑏1 + 𝑏2𝑥 + 𝑏3𝑥

2 + …+ 𝑏𝑝𝑥
𝑝−1 + 𝑏𝑝+1𝑥

𝑝 +…..+ 𝑏𝑛𝑥
𝑛−1) 

𝑎/  ដៅកនុរ 𝑃1(𝑥)ដ ើររក ដមគុណរបស់ 𝑥𝑝   =>  ( 𝑏𝑝 - 𝑐𝑏𝑝+1)𝑥𝑝 
ដដា                 𝑏𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑐𝑎𝑝+1 +  𝑐2𝑎𝑝+2+ …..…+ 𝑐𝑟𝑎𝑝+𝑟 +  ……+ 𝑐𝑛−𝑝𝑎𝑛 
ដ ើ    − 𝑐 [  𝑏𝑝+1 = 𝑎𝑝+1 + 𝑐𝑎𝑝+2 + 𝑐2𝑎𝑝+3+…+ 𝑐𝑟−1𝑎𝑝+𝑟+ …+ 𝑐𝑛−𝑝−1𝑎𝑛 ] 

     𝑏𝑝 −  𝑐𝑏𝑝+1  =  𝑎𝑝        ូដចនេះ កនុរ 𝑃1(𝑥) ដមគុណនន 𝑥𝑝 គឺ 𝑎p 
 𝑏/    ដ ើររក ដមគុណនន 𝑥0  គឺចនួំន មិនតង្បង្បួល នន 𝑃1(𝑥) 
ដដា  (4) ដ ើរដ ើញថាចនួំនមិនតង្បង្បួល 𝐶 គឺ  𝐶 = −𝑐𝑏1 
ដដា ឲ្យ 𝑝 = 1   កនុរ  (1)  ដ ើរបាន ៖ 
𝑏1 = 𝑎1 + 𝑐𝑎2 + 𝑐2𝑎3 +   ….+ 𝑐𝑛−1𝑎𝑛  =>  𝐶 =  − (𝑐𝑎1+ 𝑐2𝑎2+ 𝑐3𝑎3 +….+ 𝑐𝑛𝑎𝑛) 
រួមដសចកតីដៅដ ើរបាន៖ 
𝑃1(𝑥) = − (𝑐𝑎1+ 𝑐2𝑎2+ 𝑐3𝑎3 +….+ 𝑐𝑛𝑎𝑛)  +  ∑ 𝑎𝑝𝑥

𝑝𝑛
𝑝=1    ដ ើរដ ើញថាដៅខវេះ 𝑎0 ដ ើមប ី

បានជាព ុធ្ល 𝑃(𝑥)  តតមិនជាចុេះដណា ដ  ដៅកនុរ 𝑃1(𝑥) ដ ើរអាចបតនែម𝑎0និរ 
បនែ  𝑎0វញិ   ត លឲ្យ ៖ 
𝑃1(𝑥) = − ( 𝑎0 +   𝑐𝑎1+ 𝑐2𝑎2+ 𝑐3𝑎3 +….+ 𝑐𝑛𝑎𝑛)  +  ∑ 𝑎𝑝𝑥

𝑝𝑛
𝑝=1  + 𝑎0   

         =  − 𝑏0 +  𝑃(𝑥)  =>  ( 𝑥 − 𝑐) 𝑄(𝑥) =  − 𝑏0 + 𝑃(𝑥)  => 𝑃(𝑥) = ( 𝑥 − 𝑐)𝑄(𝑥) + 𝑏0៕ 

សដរកត 
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កាលណាព ុធ្លមាន តួដង្ចើន  ល់ 𝑛  ដបើដ ើរង្តូវគុណ [ព ុធ្ល នឹរព ុធ្ល ] ដន្ទេះ 
ដ ើររកតត ដមគុណរបស់ 𝑥𝑝  ននព ុធ្លល ធផលបានដ ើ   ូចដៅកនុរលគំត់ដនេះ  
ពីដង្ េះថាដ ើរមិនអាចសរដសរឲ្យង្គប់តួបាន ូច  𝑛 = 2 ឬ  𝑛 = 3ដន្ទេះបានដ  ។ 
V-2.   ដបើ 𝐺 ជាង្គុប  ដគដៅថា ង្គុបររនន 𝐺  គឺ តផនក 𝐻 មួ នន 𝐺  ត លមិនតង្បង្បួលច ំ
ដ េះ វ ិ្ ីគណន្ទទរំ ស់ននង្គុប គឺថា  នំ្ទក់ នំរ ៖ 
                (1)       𝑥 ∈ 𝐻   និរ  𝑦 ∈ 𝐻    =>   𝑥𝑦 ∈ 𝐻 
ដ ើ   (2)       𝑥 ∈ 𝐻    =>    𝑥−1 ∈ 𝐻 (ដដា ចាប់កនុរង្គុបសរដសរតា្ម ដលខគុណ)។ 
𝑎)    𝐻 ជាង្គុបររនន 𝐺  ដគតា្រ 𝑥 ≡ 𝑦  ដបើ  𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻 ។ ចូរបង្ហា ញថា  នំ្ទក់ នំរដនេះ 
កណំត់នូវ  នំ្ទក់ នំរសមមូលដលើ 𝐺 ។ ត ដៅដនេះដគតា្រដដា  𝐺 𝐻⁄   ជាសនំុំននថាន ក់ 
សមមូល ដ្ៀបដៅនឹរ នំ្ទក់ នំរដន្ទេះ។ 
𝑏)  ឧបមាថា  𝐺  ជាង្គុបអាដបលីដ ៀរ (សរដសរដដា  ដលខបូក) ត លដ្វើឲ្យ 
 𝑥 ≡ 𝑦   <=>     𝑥 − 𝑦  ∈ 𝐻 ។ ចូរបង្ហា ញថា [ 𝑥′ ≡ 𝑥 => −𝑥′ ≡ −𝑥 ]  ដ ើ  នំ្ទក់
 នំរ [ 𝑥′ ≡ 𝑥  និរ  𝑦′ ≡ 𝑦 ]   =>    𝑥′ + 𝑦′  ≡   𝑥 + 𝑦 ។ ដ ើ ដដា ទញ ពីដនេះ ដគអាច
កណំត់នូវ រចន្ទសមព័នធជាង្គុបអាដបលីដ ៀរដលើ 𝐺 H⁄  បាន គឺថាដបើដគតា្រ ដដា   𝐶𝑥 ថាន ក់
ត លមាន 𝑥   ដ ើ  𝐶𝑦 ថាន ក់ត លមាន 𝑦 ដន្ទេះការផស ំ𝐶𝑥 និរ 𝐶𝑦  គឺថាន ក់ 
𝐶𝑥+𝑦  ត លដគអាចតា្រដដា  𝐶𝑥 + 𝐶𝑦  ធ្លតុនបុសកលិរគ គឺថាន ក់ 𝐶0  ដ ើ ផាុ នឹរ 𝐶𝑥 
គឺ 𝐶−𝑥 ។ 

សដរកត 
ចដំ េះ និ មន័  ខារដលើ ពីំ ង្គុបររ ៖ 
ដដា  (2) 𝑥 ∈ 𝐻   =>    𝑥−1 ∈ 𝐻   =>  𝑥𝑥−1 ∈ 𝐻 ដដា  (1)  ដ ើ ដដា  𝑥𝑥−1 =  𝑒  
 ូដចនេះ  𝑒 ∈ 𝐻  បានន័ ថា ធ្លតុនបុសកលិរគ 𝑒 ∈ 𝐺   ធ្លតុដន្ទេះក៏ដៅកនុរ 𝐻 ត រ។ រួមសកតី  
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𝐻 ក៏មានរចន្ទសមព័នធជាង្គុបត រ ង្គ្នន់តត 𝐻 ដៅកនុរ 𝐺  ពីដង្ េះចាប់កនុរនន 𝐺 ក៏ជាចាប់ 
កនុរនន  𝐻 ត រ។  ូចជាមានលកខណៈផតុ  ំជាដ ើម ។  
ចដមាើ  
បង្ហា ញថា 𝑥 ≡ 𝑦 ដបើ 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻  ជា រឡឺាសយុរ សមមូល 
 ី១ :   រឡឺាសយុរ ដរ  ផាិចសីុវ  ដបើ  ∀𝑥 ∈ 𝐺,  ដគបាន    𝑥 ≡ 𝑥   <=>   𝑥𝑥−1 ∈ 𝐻   (𝑅1) 
𝑥 ∈ 𝐺 => 𝑥𝑥−1  =  𝑒 ជាធ្លតុ នប ុសកលិរគ  ត លដៅកនុរ 𝐻 ត រ  ូដចនេះ (𝑅1)  ង្តូវ ។ 
 ី២ :  រឡឺាសយុរ  ឆាុេះ   
ដបើ  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺,   𝑥 ≡ 𝑦   =>    𝑦 ≡   𝑥  គឺថា ∶       𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻 => 𝑦𝑥−1 ∈   𝐻 
ដដា  (2)  ដ ើរតា្រដដា  𝑧  ធ្លតុ ចរំាសនន 𝑥𝑦−1  គឺ ថា  
𝑧 𝑥𝑦−1 =  𝑒     =>   𝑧 𝑥𝑦−1𝑦   =   𝑒𝑦  =>    𝑧𝑥 = 𝑒𝑦 =>   𝑧𝑥𝑥−1 =   𝑒𝑦𝑥−1  => 
  𝑧 = 𝑦𝑥−1 ។   ូដចនេះ   𝑦𝑥−1 ∈ 𝐻 ដដា  (2) 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻  =>  𝑧 ចរំាស ក៏ដៅកនុរ 𝐻ត រ។ 
 ី៣ :  រឡឺាសយុរ  ង្តរ់សីុ ីវ : ∀𝑥, 𝑦 , 𝑧 ∈ 𝐺 ,  𝑥 ≡ 𝑦  និរ  𝑦 ≡ 𝑧 =>    𝑥  ≡ 𝑧   
𝑥 ≡ 𝑦 =>   𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻 ;    𝑦 ≡ 𝑧 =>   𝑦𝑧−1 ∈ 𝐻 ;       𝑥 ≡ 𝑧 =>   𝑥𝑧−1 ∈ 𝐻 

ដដា  (1)  (𝑥𝑦−1)(𝑦𝑧−1) ∈ 𝐻   =>  𝑥 𝑦−1𝑦𝑧−1  ∈ 𝐻   =>𝑥𝑧−1 ∈ 𝐻   ។ 

𝑏)  ចូរបង្ហា ញថា 𝑥 , 𝑥′ ∈ 𝐺  ដបើ   𝑥 − 𝑥′ ∈   𝐻    = > [ −𝑥 ] – [−𝑥′] ∈ 𝐻 

ដ ើរដង្បើ (2)   ៖ 

𝑥 − 𝑥′ ∈   𝐻     =>  − ( 𝑥 − 𝑥′) ∈ 𝐻   =>  − 𝑥 + 𝑥′ ∈ 𝐻    −𝑥 −  (−𝑥′) ∈ 𝐻 <=> 

− 𝑥 ≡  −𝑥′  ។ 
 

- ចូរបង្ហា ញថា 𝐺/𝐻   សនំុំននថាន ក់សមមូល  ជាង្គុបអាដបលីដ ៀរ។ 

ដ ើមបថីា 𝐺/𝐻     ជាង្គុបអាដបលីដ ៀរ ដ ើរង្គ្នន់តតបង្ហា ញថា ដៅកនុរ 𝐺/𝐻    
ដលខបូកជាចាប់កនុរ  មានធ្លតុ នបុសកលិរគ  ដ ើ ធ្លតុនីមួ ៗមាន ធ្លតុផាុ ដន្ទេះ 

ង្គប់ង្គ្នន់ដ ើ  ពីដង្ េះចដំ េះលកខណៈ ផតុ  ំនិរ ង្តលប់ ននដលខបូកដន្ទេះ គឺដចញមកពី 
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លកខណៈ ផតុ  ំនិរ ង្តលប់ ននដលខបូកដៅកនុរ 𝐺 រួចដៅដ ើ ។ 

1-  ដលខបូកជាចាប់កនុរ នន 𝐺/𝐻  ៖      𝐶𝑥 + 𝐶𝑦    =   𝐶𝑥+𝑦    (𝐹1) 

ដ ើរ ឹរដ ើ ថា ថាន ក់សមមូល 𝐶𝑥  គឺសនំុំ    𝐶𝑥 =  { u ∈ 𝐺  /   u  ≡ 𝑥 } 

ដ ើ  ថាន ក់សមមូល 𝐶𝑦  គឺសនំុំ    𝐶𝑦 =  { v ∈ 𝐺  /    v ≡ 𝑦 }  

ដ ើមបបីង្ហា ញ (𝐹1)  ដ ើរង្គ្នន់តតបង្ហា ញថា ថាន ក់បូក  𝐶𝑥+𝑦  ជាប់ទក់ រតតនឹរថាន ក់ 𝐶𝑥  
ដ ើ និរថាន ក់ 𝐶𝑦  តតប ុដណាណ េះ  គឺថាមិនជាប់ទក់ រនឹរ ធ្លតុ ណំារនីមួ ៗ គឺ   𝑥  ឬ 

  𝑦 ដឡើ  ។  ូដចនេះដ ើរង្តូវបង្ហា ញថា ៖ 

ដបើ     𝑥  ≡ 𝑥′   ដ ើ   𝑦  ≡ 𝑦′  ដន្ទេះដ ើរបាន៖ 

𝑥  ≡ 𝑥′     => 𝑥 − 𝑥′  ∈ 𝐻          (𝑥 − 𝑥′) + ( 𝑦 − 𝑦′) ∈ 𝐻  ពីដង្ េះ 𝐻ជាង្គុបររអាដបលីដ ៀរ                       
𝑦   ≡ 𝑦′ =>   y – y’    ∈   𝐻           ឬ       (𝑥 + 𝑦) − (𝑥′ + 𝑦′)  ∈ 𝐻  =>    𝑥 + 𝑦 ≡ 𝑥′ + 𝑦′ 

 ូដចនេះ    𝐶𝑥+𝑦   =  𝐶𝑥′+𝑦′  ។   ូដចនេះ    𝐶𝑥 + 𝐶𝑦  =   𝐶𝑥+𝑦  ។ 

2- 𝐶0   ជាធ្លតុ នប ុសកលិរគ 
ដដា  𝐻 ជាង្គុបររ  ូដចនេះ ធ្លតុសូនយ   0 ∈ 𝐻 ដ ើ    នំ្ទក់ នំរ ៖ 

 ∀𝑥 ∈ 𝐺 ,   𝑥 ≡ 𝑥   ដបើ 𝑥 − 𝑥 = 0 ∈ 𝐻 ដន្ទេះង្តូវ ។   ូដចនេះ ថាន ក់ 𝐶0  មាន គឺ សនំុំ 𝐻 

ទរំមូល ។ 

3-  ធ្លតុផាុ នន 𝐶𝑥  ចដំ េះ 𝑥 ∈ 𝐺 

ដដា  រឡឺាសសុរ  𝐶𝑥 + 𝐶𝑦    =   𝐶𝑥+𝑦    (𝐹1)    ដន្ទេះចដំ េះ  𝑥 ∈ 𝐺  =>  −𝑥 ∈ 𝐺 

 ូដចនេះ ដបើដ ើរ ក 𝑦 =  −𝑥  ដន្ទេះ  (𝐹1) ដៅជា ៖ 

𝐶𝑥 + 𝐶−𝑥 = 𝐶𝑥−𝑥  = 𝐶0   ។   ូដចនេះដ ើរបាន  𝐶𝑥 + 𝐶−𝑥 = 𝐶0  រឡឺាសយុរដនេះបង្ហា ញថា 
∀𝑥 ∈ 𝐺,  ធ្លតុផាុ  របស់ 𝐶𝑥   គឺ  𝐶−𝑥  ៕ 

          =========================================== 

V-3.   𝐺 ជាង្គុបមួ ្មមតា្ (មិនាបំាច់ អាដបលីដ ៀរដ ) ។  ដគថា ង្គុបររ 𝐻  នន  𝐺  
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ជា ឌីស្គត រំដ គ ( 𝑠𝑜𝑢𝑠 − 𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝𝑒 𝐻 𝑑𝑒 𝐺 𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑖𝑡  𝑑𝑖𝑠𝑡𝑖𝑛𝑔𝑢é  𝑜𝑢 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙) ឬ ្មមតា្ ដបើ 
 នំ្ទក់ នំរ   [ 𝑥 ∈ 𝐺 ដ ើ   ℎ ∈ 𝐻 ]   =>  𝑥ℎ𝑥−1 ∈ 𝐻 ។ ដដា ដង្បើ ការកត់ង្តា្នន 
លគំត់ V-2    ចូរបង្ហា ញថា នំ្ទក់ នំរ   𝑥′ ≡ 𝑥  =>   𝑥′−1 ≡ 𝑥−1    ដ ើ   
𝑥′ ≡ 𝑥  និរ 𝑦′ ≡ 𝑦  =>   𝑥′𝑦′  ≡ 𝑥𝑦  ។  ដដា ទញ កពីល ធផលដនេះ  ដគអាចកណំត់ 
រចន្ទសមពន័ធ ជាង្គុបដលើ 𝐺/𝐻  គឺថា ការផស ំននថាន ក់ 𝐶𝑥 ត លមាន 𝑥 ជាមួ នឹរ ថាន ក់ 𝐶𝑦 
ត លមាន 𝑦    ដន្ទេះគឺជាថាន ក់ 𝐶𝑥𝑦 ត លមាន 𝑥𝑦 ។  
ចដមាើ  
តា្ម   លគំត់ V-2  𝑥 ≡ 𝑥′   ដបើ 𝑥𝑥′−1 ∈ 𝐻  ដ ើ ដ ើរ ឹរថា  រឡឺាសយុរ ≡ ឆាុេះ ។ 
𝒂) បង្ហា ញថា នំ្ទក់ នំរ   𝑥′ ≡ 𝑥  =>   𝑥′−1 ≡ 𝑥−1 
𝑥′ ≡ 𝑥    => 𝑥 ≡ 𝑥′   ូដចនេះ  𝑥 (𝑥′)−1 ∈ 𝐻 
ដដា  𝐻 ជាង្កុបររឌីស្គត រំដ គ  ដ ើរតា្រដដា   ℎ =   𝑥 (𝑥′)−1  ដ ើ តា្មនិ មន័  
𝐻  ដ ើរបាន ដដា   (𝑥′)−1 ∈ 𝐺  ដន្ទេះ  (𝑥′)−1 ℎ  𝑥′  ∈ 𝐻  ពីដង្ េះ ចរំាសនន (𝑥′)−1គឺ 𝑥′ 
(𝑥′)−1 ℎ  𝑥′  ∈ 𝐻   =>  (𝑥′)−1 𝑥 (𝑥′)−1 𝑥′ ∈ 𝐻  =>  (𝑥′)−1 𝑥 ∈ 𝐻  ពីដង្ េះ (𝑥′)−1 𝑥′ = 𝑒 ។ 
(𝑥′)−1 𝑥 ∈ 𝐻    <=>  (𝑥′)−1 ≡  𝑥−1 ។ 
𝒃)    𝑥′ ≡ 𝑥  និរ 𝑦′ ≡ 𝑦  =>   𝑥′𝑦′  ≡ 𝑥𝑦   
𝑥′ ≡ 𝑥   =>  𝑥′ 𝑥−1 ∈ 𝐻 ;  𝑦′ ≡ 𝑦  =>  𝑦′ 𝑦−1 ∈ 𝐻 ;  𝑥′𝑦′  ≡ 𝑥𝑦  => 𝑥′𝑦′ (𝑥′𝑦′)−1 ∈ 𝐻។ 
ដ ើរតា្រដដា  𝑧  ចរំាស  នន 𝑥′𝑦′  =>   𝑥′𝑦′𝑧 = 𝑒   =>   (𝑥′)−1𝑥′𝑦′𝑧 =   (𝑥′)−1𝑒  => 
𝑦′𝑧 =   (𝑥′)−1𝑒    =>    (𝑦′)−1 𝑦′𝑧 =  (𝑦′)−1 (𝑥′)−1𝑒    =>   𝑧 =  (𝑦′)−1 (𝑥′)−1 
 ូដចនេះ   (𝑥′𝑦′)−1 =   (𝑦′)−1(𝑥′)−1 ។   ូដចនេះ ដ ើមប ីបង្ហា ញថា ៖   𝑥′𝑦′ (𝑥′𝑦′)−1 ∈ 𝐻 
ដន្ទេះដ ើរអាចសរដសរថាដតើ    𝑥′𝑦′ (𝑦′)−1 (𝑥′)−1 ∈ 𝐻  ឬដ  ?  ដដា ដង្បើលកខណៈផតុ  ំ
ដ ើរបាន   𝑥′𝑦′ (𝑦′)−1 (𝑥′)−1  =  𝑥′[  𝑦′ (𝑦′)−1]  (𝑥′)−1 = 𝑥′𝑒 (𝑥′)−1 =  𝑥′ (𝑥′)−1 =  𝑒 
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ដដា ធ្លតុ នប ុសកលិរគ 𝑒 ក៏ដៅកនុរ 𝐻 ត រ ។  ូដចនេះ   𝑥′𝑦′ (𝑥′𝑦′)−1 ∈ 𝐻  ង្តូវ ។ 
𝒄)    ចដំ េះ បង្ហា ញថា សនំុំ  𝐺/𝐻  មានរចន្ទសមពនធ  ជាង្គុបដន្ទេះ គឺថា 𝐶𝑥 × 𝐶𝑦  =  𝐶𝑥×𝑦   
ដនេះដ ើរបានដដា ល ធផល 𝑏) ពីដង្ េះថា [𝑥 ≡ 𝑥′ , 𝑦 ≡ 𝑦′ ]  =>   𝑥𝑦 ≡ 𝑥′𝑦′  ដនេះ
បង្ហា ញថា ថាន កសមមូល 𝐶𝑥×𝑦  = 𝐶𝑥𝑦 ទក់ រតតនឹរថាន ក់ 𝐶𝑥 តតមិនទក់ រនឹរ ធ្លតុ 
𝑥 ត ល ណំារថាន ក់ 𝐶𝑥 ដន្ទេះដ 22។ ដ ើ ក៏ ូចគ្នន  ចដំ េះថាន ក់ 𝐶𝑦  ត រ ។ 
================================================================ 
V-4.   ដគតា្រដដា  𝐾  រគមួ ង្តលប់ ( 𝑢𝑛 𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑓)  ដ ើ ដដា   𝐾′  សនំុំ 
ននធ្លតុ 𝐾 ត លមិនសូនយ ។ ដ ើ ដគកណំត់ចាប់ ដៅដលើ  𝐾′ ×  𝐾  ដដា  ដាក់៖ 
(𝑎 , 𝑏) ∗ (𝑐 , 𝑑) = (𝑎𝑐 , 𝑏𝑐 + 𝑑 )  ដដា  𝑎 , 𝑐 ជាធ្លតុរបស់ 𝐾′  ដ ើ   𝑏 , 𝑑 ជាធ្លតុរបស់ 𝐾 ។ 

𝑎)  បង្ហា ញថា  ចាប់ដនេះ កណំត់ ដលើ  𝐾′ × 𝐾 នូវរចន្ទសមព័នធ ជាង្គុប ។ 

𝑏)   បង្ហា ញថា  ធ្លតុទរំឡា ត លមានរារ  ( 1 , 𝑢) ដដា  𝑢 ∈ 𝐾  បដរកើតបានជា  
ង្គុបររ  ឌីស្គត រំដ គ (𝑑𝑖𝑠𝑡𝑖𝑛𝑔𝑢é)  𝐻 នន ង្គុប 𝐺 = 𝐾′ × 𝐾 ។ 

𝑐)  បង្ហា ញថា  គូពីរ  ( 𝑎 , 𝑏) និរ  ( 𝑐 , 𝑑)  កុរង្គុ ម ូឌុ ឡូ 𝐻 (ដមើល លគំត់   V-2 ) 
លុេះង្តា្តត និរ ង្គ្នន់តត  𝑎 = 𝑐 ។  ដ ើ ទញពីល ធផលដនេះអាចថា  ថាន ក់សមមូល 

 ម ូឌុ ឡូ 𝐻 នីមួ ៗ មាន ណំារតតមួ គត់ត លមានរារ ( 𝑎 , 0) ។  បង្ហា ញថា 

ង្គុប 𝐺/𝐻   ីុសូម  វ ( 𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑒)  (ដមើល លគំត់  V-3)និរង្គុប ដលខគុណ 𝐾’ ។ 

ចដមាើ  
𝑎)    𝐺 = 𝐾′ × 𝐾  ជាង្គុប  ចដំ េះ ចាប់  *   កណំត់ដដា   (𝑎 , 𝑏) ∗ (𝑐 , 𝑑) = (𝑎𝑐 , 𝑏𝑐 + 𝑑 )   

 

22 ចដំ េះ  𝑥 ≡ 𝑥′  ដបើនិយ ពីមនុសសវញិគមឺានសមតតភាពដសមើគ្នន   ូដចនេះដបើឲ្យដៅជា ណំារ 
ង្កសួរដៅដពលង្បជុរំវារង្កសួរនិរង្កសួរដផសរដ ៀត ដគអាច ក 𝑥 ដៅ ណំារក៏បាន  ក 𝑥′ 
ដៅជា ណំារកប៏ាន ពីដង្ េះ  នកទរំពីរដនេះ  សមមូលនឹរគ្នន  ។ 
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(1) (𝑎 , 𝑏) ∗ (𝑐 , 𝑑) = (𝑎𝑐 , 𝑏𝑐 + 𝑑 ) ដដា  𝑎 ∈ 𝐾′, 𝑐 ∈ 𝐾′  ដ ើ   𝐾′ = { 𝑥 ∈ 𝐾 /  𝑥 ≠ 0  } 

𝑎 −  1 / មុន បូំរ ង្តូវបង្ហា ញថា (1)  ជាចាប់កនុរនន 𝐺  គឺថា ៖ 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐺  និរ  (𝑐 , 𝑑) ∈ 𝐺   =>   ( 𝑎 , 𝑏 ) ∗ ( 𝑐 , 𝑑) ∈ 𝐺 

ដដា  (1)  (𝑎 , 𝑏) ∗ (𝑐 , 𝑑) = (𝑎𝑐 , 𝑏𝑐 + 𝑑 )  ដ ើមប ី(𝑎𝑐 , 𝑏𝑐 + 𝑑 ) ∈ 𝐺 លុេះង្តា្តត  𝑎𝑐 ≠   0 

ដដា  𝑎 ∈ 𝐾′ =>   𝑎 ≠ 0   និរ  𝑐 ∈ 𝐾′ =>   𝑐 ≠ 0   =>    𝑎𝑐 ≠   0  ូដចនេះ 𝑎𝑐 ∈ 𝐾′  ។ 

𝑎 −  2 /ង្តូវបង្ហា ញថា  * ជាចាប់ មានលកខណៈ  ផតុ  ំ គឺ  ៖ 

[(𝑎 , 𝑏) ∗ (𝑐 , 𝑑)]  ∗ (𝑒 , 𝑓) =  ( 𝑎 , 𝑏) ∗   [ (𝑐 , 𝑑) ∗ (𝑒 , 𝑓)] ។   ដ ើរ គណន្ទ តផនកនីមួ ៗ 

ដ ើ ដ ើរដ្វើការដង្បៀបដ្ៀប រវារតផនកទរំពីរដដា ដង្បើ (1) 

[(𝑎 , 𝑏) ∗ (𝑐 , 𝑑)]  ∗ (𝑒 , 𝑓)   =  (𝑎𝑐 , 𝑏𝑐 + 𝑑) ∗   (𝑒 , 𝑓) =   ( (𝑎𝑐)𝑒  , (𝑏𝑐 + 𝑑)𝑒 + 𝑓)    (2) 

( 𝑎 , 𝑏) ∗   [ (𝑐 , 𝑑) ∗ (𝑒 , 𝑓)]  = ( 𝑎 , 𝑏) ∗ (𝑐𝑒 , 𝑑𝑒 + 𝑓) =    ( 𝑎(𝑐𝑒), 𝑏(𝑐𝑒) +  𝑑𝑒 + 𝑓)   (3) 

ដដា ដង្បៀបដ្ៀប (2)  និរ (3)  ដ ើរដ ើញថា ៖ 

(𝑎𝑐)𝑒 = 𝑎(𝑐𝑒)  ពីដង្ េះកនុរ  រគ K  ដលខគុណ ផតុ  ំ
(𝑏𝑐 + 𝑑)𝑒 + 𝑓) = 𝑏(𝑐𝑒) + 𝑑𝑒 + 𝑓ពីដង្ េះកនុរ រគ K ដលខគុណ បតំបកដលខបូក។ 

 ូដចនេះ ចាប់ *  មានលកខណៈ ផតុ  ំកនុរ G ។ 

𝑎 −  3 /ង្តូវបង្ហា ញថា  𝑮   មានធ្លតុ នប ុសកលិរគ  ចដំ េះ ចាប់ * ៖ 

ដដា     𝐺 = 𝐾′ × 𝐾   ដ ើ ចដំ េះដលខ គុណ ធ្លតុនប ុសកលិរគ គឺ 1   ូដចនេះធ្លតុ នប ុស
កលិរគ នន 𝐺  ង្តូវមានដរៀរ (1 , 0)   ឬ  (0, 1) ដដា  ធ្លតុនន 𝐾′ ង្តូវ ខុសពីសូនយ  ូដចនេះ 
ធ្លតុនប ុសកលិរគ  គឺ  (1 , 0)  ។ ដ ើ តា្មនិ មន័  នន ធ្លតុនប ុសកលិរគ ដគ 

ង្តូវបាន  ៖ 

  ∀ (𝑎 , 𝑏) ∈ 𝐺  (𝑎 , 𝑏) ∗ ( 1 , 0) = (1 , 0) ∗ (𝑎 , 𝑏) = ( 𝑎 , 𝑏) 

 ដដា  (1)     (𝑎 , 𝑏) ∗ (1 ,0) = (𝑎 , 𝑏 + 0 )  =   ( 𝑎 , 𝑏) 
   ដ ើ   ( 1 , 0)  ∗  (𝑎 , 𝑏) = ( 𝑎 , 0 + 𝑏)  =  ( 𝑎 , 𝑏) ។ 
𝑎 −  4 /ង្តូវបង្ហា ញថា  ធ្លតុ នីមួ ៗ នន  𝐺   មានធ្លតុចរំាស ៖ 
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ដបើ  ∀ (𝑎 , 𝑏) ∈ 𝐺 ដគង្តូវមានធ្លតុចរំាស  (𝑐 , 𝑑) ∈ 𝐺ត លបដំពញ  
 ( 𝑎 , 𝑏)  ∗  ( 𝑐 , 𝑑)  =  (1 , 0) 

ដដា  (1) (𝑎 , 𝑏) ∗ (𝑐 , 𝑑) = (𝑎𝑐 , 𝑏𝑐 + 𝑑 )   
(𝑎 , 𝑏) ∗ (𝑐 , 𝑑) = (1 , 0 ) =>    (𝑎𝑐 , 𝑏𝑐 + 𝑑 )  = ( 1, 0)    =>    𝑎𝑐 = 1   និរ  𝑏𝑐 + 𝑑 = 0 

ដដា  (𝑎 , 𝑏) ដគឲ្យ   ូដចនេះ ដ ើរង្តូវរក ចរំាស   (𝑐 , 𝑑)  ៖ 

𝑎𝑐 = 1    => c =   
1

𝑎
   ដ ើ   𝑏𝑐 + 𝑑 = 0  =>   𝑑 =  −𝑏𝑐 =  − 

𝑏

𝑎
 

 ូដចនេះ  ចរំាសនន  (𝑎 , 𝑏) គឺ  ( 1
𝑎

 ,  − 
𝑏

𝑎
  )  ដ ើរអាចសរដសរបាន ពីដង្ េះ  𝑎 ∈ 𝐾′  ូដចនេះ 𝑎 ≠

0 ។   ូដចនេះ   𝐺  មានធ្លតុ មានចរំាស ។  រួមដសចកតីដៅ  𝐺 ជាង្គុប ។ 
𝑏)   បង្ហា ញថា  ធ្លតុទរំឡា ត លមានរារ  ( 1 , 𝑢) ដដា  𝑢 ∈ 𝐾  បដរកើតបានជា  
ង្គុបររ  ឌីស្គត រំដ គ (𝑑𝑖𝑠𝑡𝑖𝑛𝑔𝑢é)  𝐻 នន ង្គុប 𝐺 = 𝐾′ × 𝐾  

ដ ើមប ី𝐻 ជាង្គុបររ  𝐻ង្តូវបដំពញ    (ដមើល លគំត់  V-3) ៖ 

𝑥 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻     =>     𝑥ℎ𝑥−1  ∈ 𝐻  

ដ ើរ ក  𝑥 =  ( 𝑎 , 𝑏)  =>  𝑥−1 = ( 
1

𝑎
 , - 

𝑏

𝑎
 )   ដ ើ    ℎ = ( 1 , 𝑐)  ូដចនេះ 

𝑥 ℎ 𝑥−1 = [ ( 𝑎 , 𝑏) ∗ (1, 𝑐)] ∗ ( 
1

𝑎
 , - 

𝑏

𝑎
 )  = ( 𝑎 , 𝑏 + 𝑐) ∗ ( 

1

𝑎
 , - 

𝑏

𝑎
 )  

= [( 𝑎 ( 
1

𝑎
  ), ( 𝑏 + 𝑐)(

1

𝑎
) + (- 

𝑏

𝑎
 )]  =   [ 1,    ( 

𝑏

𝑎
 + 

𝑐

𝑎
 ) - 

𝑏

𝑎
 )]  = ( 1 , 

𝑐

𝑎
 )  ∈ 𝐻             

 ូដចនេះ  𝐻  ជា ង្គុបររ ។ 

𝑐)  បង្ហា ញថា  គូពីរ  ( 𝑎 , 𝑏) និរ  ( 𝑐 , 𝑑)  កុរង្គុ ម ូឌុ ឡូ 𝐻 (ដមើល លគំត់   V-2 ) 
លុេះង្តា្តត និរ ង្គ្នន់តត  𝑎 = 𝑐 

𝑐 − 1 /   (𝑎 , 𝑏)  ≡ (𝑐 , 𝑑)  [𝐻]   =>   𝑎 =  𝑐 

ដដា  លគំត់   (𝑉 − 2 )      𝑥 ≡ 𝑦  ដបើ  𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻  (𝐻 ជាង្គុបររនន 𝐺) 
ដ ើរ ក  𝑥 = (𝑎 , 𝑏),   𝑦 = (𝑐 , 𝑑)  (ដដា  𝑥 ∈ 𝐺    និរ     𝑦 ∈ 𝐺) 
𝑦 = (𝑐 , 𝑑) =>  𝑦−1 = ( 

1

𝑐
 , − 

𝑑

𝑐
 ) 

សដរកត     
ដ ើរ បានបង្ហា ញរួចមកដ ើ ថា 𝐻 ជាង្គុបររ។ ធ្លតុ នន 𝐻 គឺ   
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𝐻 = { ℎ ∈ 𝐺 /  ℎ = (1 , 𝑢)  ដដា   𝑢 ∈ 𝐾 }   (𝐶1) 
ដដា  𝐻  ជាង្គុបររ  ូដចនេះ ធ្លតុនីមួ ៗ នន 𝐻  ង្តូវមានចរំាស  ដ ើ  𝐻ក៏មានធ្លតុ 
នប ុសកលិរគត រ ។ ដដា  (𝐶1) ដបើដ ើរ ក  𝑢 = 0 ដន្ទេះ  ធ្លតុ (1 , 0) ជាធ្លតុនន 𝐻 
ដ ើ ក៏ជាធ្លតុ នប ុសកលិរគ នន 𝐺 ដ ៀត ។  ូដចនេះ ង្គុប និរ ង្គុបររ មាន ធ្លតុនប ុស
កលិរគ  រួមគ្នន  ។  មយ រដ ៀត ដដា  ℎ = (1, 𝑢) ដ ើ  𝑢 ∈ 𝐾  ដនេះដ ើរ 
ដ ើញថា សនំុំ  𝐻 និរ 𝐾  មានចនួំនធ្លតុ ដសមើគ្នន  ដ ើ  ដសាើរតតនឹរ ូចគ្នន  ពីដង្ េះ កនុរ 
ℎ = (1, 𝑢)  ចនួំន 1  ដៅត ត លមិនផ្ទា ស់ផតូ រ ដ ើ មានតត 𝑢 ∈ 𝐾 ប ុដណាណ េះត ល ូរ។ 
 ូដចនេះ ដ ើរអាចថារវារ  𝐻  និរ  𝐾 មានប ដីសចសយុរ នឹរគ្នន ក៏បានត រ ។ 
ឥឡូវដ ើរដ្វើ លគំត់តដៅដ ៀត ៖ 
𝑦 = (𝑐 , 𝑑) =>  𝑦−1 = ( 

1

𝑐
 , − 

𝑑

𝑐
 ) 

𝑥 ≡ 𝑦   = >    𝑥 𝑦−1 ∈ 𝐻 
 𝑥𝑦−1 =  (𝑎 , 𝑏) ∗  ( 

1

𝑐
 , − 

𝑑

𝑐
 ) =  [𝑎 ( 

1

𝑐
 ) , 𝑏 (

1

𝑐
 ) + (− 

𝑑

𝑐
 )] =   ( 

𝑎

𝑐
 ,

(𝑏−𝑑)

𝑐
  )   

ដ ើមប ី( 𝑎
𝑐
 ,

(𝑏−𝑑)

𝑐
  )  ∈ 𝐻  ដន្ទេះង្តូវតត  𝑎

𝑐
 = 1    =>   𝑎 = 𝑐    ។ 

𝑐 − 2 /         𝑎 =  𝑐    =>    (𝑎 , 𝑏)  ≡ (𝑐 , 𝑑)  [𝐻] 

  𝑥 ≡ 𝑦  ដបើ  𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻  (𝐻 ជាង្គុបររនន 𝐺) 
ដ ើរ ក  𝑥 = (𝑎 , 𝑏),   𝑦 = (𝑐 , 𝑑)  (ដដា  𝑥 ∈ 𝐺    និរ     𝑦 ∈ 𝐺) 
𝑦 = (𝑐 , 𝑑) =>  𝑦−1 = ( 

1

𝑐
 , − 

𝑑

𝑐
 ) 

ដ ើរ គណន្ទ 𝑥𝑦−1 
𝑥𝑦−1 = ( 𝑎 , 𝑏) ∗  ( 

1

𝑐
 , − 

𝑑

𝑐
 ) =  ( 

𝑎

𝑐
 , 𝑏

𝑐
 − 

𝑑

𝑐
 )  =  ( 

𝑎

𝑐
 , 𝑏−𝑑

𝑐
 )  (𝐶2)  

ដដា  (𝐶2)   ដបើ 𝑎 =  𝑐  ដន្ទេះ   𝑎
𝑐
  = 1  =>  𝑥𝑦−1 =  ( 

𝑎

𝑐
 , 𝑏−𝑑

𝑐
 )  = ( 1 ,

𝑏−𝑑

𝑐
 ) ត លជា 

ធ្លតុមួ នន 𝐻 ។ 
𝑐 − 3 / ដដា ល ធផលដនេះ ចូរបង្ហា ញ ថាន ក់សមមូល ម ូឌុ ឡូ 𝐻 នីមួ ៗមាន ណំារ 

តតមួ គត់ត លមានរារ ( 𝑎 , 0) ។ 
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  ល ធផល  𝑐 − 2/   បង្ហា ញថា ថាន ក់សមមូល ននធ្លតុ  (𝑎, 𝑏) ជាប់ទក់ រតតនឹរ 𝑎 តត
ប ុដណាណ េះ  គឺ ត់ទក់ រនឹរ b ដ  ។  
ដ ើមបនឹីរបង្ហា ញ 𝑐 − 3/  ដ ើរង្គ្នន់តតបង្ហា ញថា   (𝑎 , 0) ≡ (𝑎 , 𝑏)    [𝐻]   ∀𝑏 ∈ 𝐾  

ដ ើមបបីង្ហា ញថា    (𝑎 , 0) ≡ (𝑎 , 𝑏)   ដ ើរ តា្រ ដដា  𝑥 = (𝑎 ,0)   និរ   𝑦 =   ( 𝑎, 𝑏)  

𝑥 ≡ 𝑦 [𝐻]   ដបើ 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻    ូដចនេះ ដ ើរង្តូវគណន្ទ 𝑥𝑦−1 

𝑦 =   ( 𝑎, 𝑏)  => 𝑦−1 =  ( 
1

𝑎
  ,  −

𝑏

𝑎
 )   =>   𝑥𝑦−1 = (𝑎 , 0) ∗ ( 

1

𝑎
  ,  −

𝑏

𝑎
 )  =  ( 

𝑎

𝑎
  , 0  − 

𝑏

𝑎
 )  ឬ 

𝑥𝑦−1 = (1,  −
𝑏

𝑎
 ) ∈   𝐻 ។   ូដចនេះ  (𝑎 , 0) ≡ (𝑎 , 𝑏)    [𝐻]   ∀𝑏 ∈ 𝐾 បានន័ ថា ធ្លតុ  

( 𝑎 , 0)  និរ ធ្លតុ ( 𝑎 , 𝑏)   ដៅកនុរថាន ក់តតមួ  ។  ូដចនេះ ដ ើរ កធ្លតុ (𝑎 , 0) ត ល 

ង្ហ ង្សួល ជារធ្លតុឯដ ៀតៗ ជាធ្លតុ ណំារននថាន ក់ដន្ទេះ ។ ដនេះបានន័ ថា 

ដបើ 𝑐 ≠ 𝑎  ដន្ទេះ  ធ្លតុ ( 𝑎 , 0)  ≠   (𝑐 , 0)  ដ ើ  [ថាន ក់ (𝑎, 0) ]    ≠  [ថាន ក់ (𝑐, 0) ]  ។ 

សដរកត 

ថាន ក់នីមួ ៗ មាន ណំារថាន ក់មានរារ (𝑎, 0) ដដា  𝑎 ∈ 𝐾′  = K – {0}។  ូដចនេះ ចនួំន
ថាន ក់ទរំ ស់ ដសមើ នឹរ ចនួំនធ្លតុតន 𝐾′ ។    ូដចនេះមាន ប ដីសចសយុរ រវារ សនំុំ  
ននថាន ក់ សមមូល និរ សនំុំ 𝐾′ ។ មយ រដ ៀត ដៅកនុរ 𝑐 − 1/  ខាុបំាន 

តលារកនុរសដរកត ថា ៖ ដដា  ℎ = (1, 𝑢) ដ ើ  𝑢 ∈ 𝐾  ដនេះដ ើរ ដ ើញថា សនំុំ  𝐻 និរ 𝐾  
មានចនួំនធ្លតុ ដសមើគ្នន  ។ ខាុនិំយ ដនេះ មិនង្តូវដ  ពីដង្ េះ ដៅកនុរ 𝐻 មានធ្លតុ (1, 0) 
តត  ត់មានធ្លតុ (0 , 0)  ដ    ដ ើ ដៅកនុរ 𝐾  មានធ្លតុ 0 ។  ដ ើ ដបើដ ើរដ្វើការ 
ផគូផគរ រវារ ធ្លតុ នន 𝐻  ដ ើ និរធ្លតុនន 𝐾 ដន្ទេះដ ើរអាចសរដសរ ៖ 
        𝐻      − − − − − − − −      𝐾 
       ( 1 , 𝑎)       →                            𝑎 
       (1, 0)          →                           0    
          ( 0 , 0)         −>                       0 
         ( 1 , 1)        →                            1 

ដនេះ ដ ើញថា  ចនួំន ធ្លតុ នន 𝐻  តិចជារ ចនួំនធ្លតុតន K ។ 
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𝑐 − 4 / ង្គុប 𝐺/𝐻   ីុសូម  វ ( 𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑒)  (ដមើល លគំត់  V-3)និរង្គុប ដលខគុណ 𝐾’។ 

 ីុសូម  វ ឬ   ីុសូម  វីស ( isomorphisme)  ដលើសពី ប ដីសចសយុរ ង្តរ់  កយរចន្ទសមព័នធ   
ដដា ដៅកនុរ សនំុំទរំសង្ហខ រ មាន ចាប់កនុរ  ូចជា ដលខគុណ ជាដ ើម ។ ដ ើមប ី
បង្ហា ញ  ីុសូម  វីស រវារ  ង្គុប 𝐺/𝐻   និរ ង្គុប ដលខគុណ 𝐾′   ដន្ទេះដបើដ ើរតា្រដដា  

𝐶𝑎  ថាន ក់ ត លមានធ្លតុ ណំារ ( 𝑎 , 0)  ដដា  𝑎 ∈  𝐾′ 

𝐶𝑏  ថាន ក់ ត លមានធ្លតុ ណំារ ( 𝑏 , 0)  ដដា  𝑏 ∈  𝐾′  ដ ើ  𝑏 ≠   𝑎 

𝐶𝑎𝑏  ថាន ក់ ត លមានធ្លតុ ណំារ ( 𝑎𝑏 , 0)   

𝐶𝑏𝑎  ថាន ក់ ត លមានធ្លតុ ណំារ ( 𝑏𝑎 , 0)   

ដ ើរង្តូវបង្ហា ញថា  𝐶𝑎 ∗  𝐶𝑏 = 𝐶𝑎𝑏    ដ ើ ដ ើមប ីប ដីសចសយុរ ង្តូវ 𝐶𝑎𝑏 = 𝐶𝑏𝑎 ។ 
 បង្ហា ញ               

𝐶𝑎 ∗  𝐶𝑏 =  (𝑎 , 0) ∗ (𝑏 , 0)   =   (𝑎𝑏, ( 0 × 𝑏) + 0)   = (𝑎𝑏 , 0)   = 𝐶𝑎𝑏  (ដដា  𝑎𝑏  គឺផល 

ននដលខគុណ កនុរ 𝐾′) ។ តត ដដា  𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 ពីដង្ េះ K ជា រគ ង្តលប់  ូចដនេះ ដ ើរអាច 

សរដសរ 𝐶𝑎 ∗  𝐶𝑏 = (𝑎 , 0) ∗ (𝑏 , 0)   =   (𝑎𝑏, ( 0 × 𝑏) + 0)   = (𝑎𝑏 , 0) = (𝑏𝑎 , 0) =  𝐶𝑏𝑎  ។ 

រួមដសចកតីដៅ  𝐶𝑎 ∗   𝐶𝑏 = 𝐶𝑎𝑏   ដ ើ  𝐶𝑎𝑏 = 𝐶𝑏𝑎   ូដចនេះ មាន  ីុសូម  វីស 
( isomorphisme)   រវារ 𝐺/𝐻 និរ  𝐾’ ។ 

                  𝐺/𝐻   ( ∗)       <− − − − − >    𝐾′  ( ×  ) 

                     𝐶𝑎                        <  − >                  𝑎 

                     𝐶𝑏                        <  − >                  𝑏 

                     𝐶𝑎 ∗ Cb               <  − >             𝑎 ×   𝑏 
                     𝐶𝑎𝑏                         < − >               𝑎𝑏            ដដា  𝑎𝑏 =  𝑏𝑎 =>  𝐶𝑎𝑏 = 𝐶𝑏𝑎  ។ 
 

សដរកត 
កនុរ កយរចន្ទសមព័នធ មាន « ចាប់កនុរ » មានលកខណៈ  ូចគ្នន  ។   ូចជា  ចាប់ *  កនុរ 
𝐺/𝐻   ដ ើ និរ ចាប់ ×  ននដលខគុណកនុរ 𝐾′  មានលកខណៈង្តលប់ជាដ ើម។  
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ដ ើរដ ើញថា ចាប់ *  កនុរ 𝐾′ × 𝐾  មិនង្តលប់ដ ។ ពីដង្ េះ ៖ 

(𝑎 , 𝑏) ∗ ( 𝑐 , 𝑑) = ( 𝑎𝑐 , 𝑏𝑐 + 𝑑)    ដ ើ      

(𝑐 , 𝑑) ∗ (𝑎 , 𝑏) =  (𝑐𝑎 , 𝑑𝑎 + 𝑏)   ។   ដដា  𝑏𝑐 + 𝑑  ≠   𝑑𝑎 + 𝑏  =>  

(𝑎 , 𝑏) ∗ ( 𝑐 , 𝑑) ≠   (𝑐 , 𝑑) ∗ (𝑎 , 𝑏)     ូដចនេះ *   មិនង្តលប់កនុរ 𝐺 = 𝐾′ ∗  𝐾  ដ  ។ 

តតង្តលប់កនុរ  𝐺/ 𝐻 សនំុំនន ថាន ក់សមមូល ៕ 

V-5.   ដគតា្រដដា  𝐸 សនំុំននចនួំនពិជគណិត មានរារ  𝑎 + 𝑏√2  ដដា   𝑎 និរ  𝑏 ∈ 𝑍 
បដំពញល័កខខណ័ឌ    𝑎2 −  2𝑏2 = 1 ។ 
1/  បង្ហា ញថា ធ្លតុនីមួ ៗ នន  𝐸 មានចរំាស ដៅកនុរ 𝐸 ។ 
2/  បង្ហា ញថា ធ្លតុពីរ នន 𝐸  គុណគ្នន ដៅ     បានធ្លតុមួ ដៅកនុរ 𝐸។ ដ ើ ដដា  
ល ធផលដនេះ  𝐸 ផសុបំាបជា ង្គុប ដដា ដលខគុណ។  
3/  បង្ហា ញថា  នំ្ទក់ នំរ   𝑎 + 𝑏√2  > 1  និរ  𝑎2 −  2𝑏2 = 1  តង្មូវឲ្យ 𝑎 > 0   និរ 𝑏 >

0   ដ ើ  ដដា ទញ កពីដនេះ   បង្ហា ញថា  ធ្លតុនន 𝐸 ត លតូចជារដគបផុំត 
ដ ើ   > 1   គឺចនួំន   3 + 2√2   ។ 
4/    𝑥  ជាធ្លតុណាមួ នន  𝐸   បង្ហា ញថា ដគមាន ចនួំនគត់ 𝑛  ត លឲ្យ ៖ 
                        (3 + 2√2 )𝑛  ≤   𝑥 <  (3 + 2√2  ) 𝑛+1   ដ ើ បង្ហា ញថា  ដបើ ូដាន េះ 
𝑥  ង្តូវតតជាាបំាច់  ដសមើនឹរ   (3 + 2√2 )𝑛   ពីដង្ េះថាដបើមិន ូដាន េះដ  ផលតចក 
𝑦 = 𝑥 (3 + 2√2 )−𝑛    ដៅជាធ្លតុមួ នន 𝐸 ត លបដំពញ 1  <  𝑦  <  3 + 2√2   ត លខុស 

ពី សមមតិកមម ។  ូដចនេះទញថា  𝐸 សនំុំននចនួំន  ( 3 + 2√2 )𝑛 ដដា  𝑛 ∈ 𝑍 ។ 
        ----------------------------------------------------------------------------------------------- 
ចដមាើ  
𝐸  = {  𝑎 + 𝑏√2 /   𝑎2 −  2𝑏2 = 1   ដ ើ   𝑎 ∈ 𝑍 ,   𝑏 ∈ 𝑍 }  (1) 
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𝟏/ ដបើ  𝑐 + 𝑑√2   ជាចរំាស នន 𝑎 + 𝑏√2  ដន្ទេះដគបាន៖   (𝑎 + 𝑏√2)(𝑐 + 𝑑√2 ) = 1  => 
𝑐 + 𝑑√2 = 1

𝑎+𝑏√2
  =    𝑎−𝑏√2  

(𝑎+𝑏√2  )(𝑎−𝑏√2  )
  = 𝑎−𝑏√2  

𝑎2− 2𝑏2
  =  𝑎 − 𝑏√2  

 ូដចនេះ  ចរំាស នន 𝑎 + 𝑏√2   គឺ   𝑎 − 𝑏√2     ត លជាធ្លតុកនុរ E   ពីដង្ េះ 
 ( 𝑎 − 𝑏√2  ) (𝑎 + 𝑏√2 )  =  𝑎2 −  2𝑏2 = 1   ដដា   (1)   ។ 
𝟐/ បង្ហា ញថា ធ្លតុពីរ នន 𝐸  គុណគ្នន ដៅ  បានធ្លតុមួ ដៅកនុរ 𝐸 
ដ ើរតា្រដដា  ៖ 
𝑥 =  𝑎 + 𝑏√2   ,  𝑦 =  𝑐 + 𝑑√2    ដ ើ  𝑧 = 𝑥𝑦  ដ ើរង្តូវបង្ហា ញថា  
ដបើ   𝑥 ∈ 𝐸  និរ  𝑦 ∈ 𝐸 =>    𝑧 ∈ 𝐸 ។  ដ ើរគណន្ទ 𝑧 
𝑧 =  (𝑎 + 𝑏√2 )(𝑐 + 𝑑√2    ) = (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)√2 
ដ ើមប ឹីរថា 𝑧 ∈ 𝐸  ដ ើរគណន្ទ    𝐴 =   (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑)2  − 2(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2 ដ ើ ដបើ 𝐴 = 1 
ដន្ទេះ 𝑧 ∈ 𝐸  ដដា   (1) ។ដដា បតំបក 𝐴  ដ ើរបាន៖ 
𝐴 =  𝑎2𝑐2 + 4 𝑏2𝑑2 +  4(𝑎𝑏𝑐𝑑)  − 2(𝑎2𝑑2 + 𝑏2𝑐2 + 2(𝑎𝑏𝑐𝑑) 
= 𝑐2(𝑎2 − 2𝑏2) −2𝑑2(𝑎2 − 2𝑏2)  = (𝑎2 − 2𝑏2) (𝑐2 −  2𝑑2) =  1  ពីដង្ េះ  
𝑥 ∈ 𝐸 =>    𝑎2 − 2𝑏2 = 1  ដ ើ    𝑦 ∈ 𝐸 =>  𝑐2 −  2𝑑2 = 1 ។  ូដចនេះ  𝑧 ∈ 𝐸 ។ 
រូមដសចកតីដៅ  សនំុំ 𝐸  ជាង្គុប  ពីដង្ េះ  មានចាប់កនុរ គឺដលខគុណកនុរ 𝑍  ដ ើ  
ធ្លតុ នប ុសកលិរគ គឺ  1 =   1 +  0√2 ដ ើ  ធ្លតុនីមួ ៗនន 𝐸 មានចរំាស។  ូចជា  
ចរំាសនន   𝑎 + 𝑏√2   គឺ  𝑎 − 𝑏√2     (ដដា    (𝑎 + 𝑏√2 )(𝑎 − 𝑏√2 ) = 𝑎2 −  2𝑏2 = 1 ។ 
𝟑/ បង្ហា ញថា  នំ្ទក់ នំរ   𝑎 + 𝑏√2  > 1  និរ  𝑎2 −  2𝑏2 = 1  តង្មូវឲ្យ 𝑎 > 0   និរ 𝑏 >

0   ដ ើ  ដដា ទញ កពីដនេះ   បង្ហា ញថា  ធ្លតុនន 𝐸 ត លតូចជារដគបផុំត 
ដ ើ   > 1   គឺចនួំន   3 + 2√2   ។ 
   𝑎 + 𝑏√2  > 1  និរ  𝑎2 −  2𝑏2 = 1     =>    
   𝑎+𝑏√2  

1
  > 1  ឬ   𝑎+𝑏√2 

𝑎2− 2𝑏2 > 1   =>  𝑎+𝑏√2 

(𝑎+𝑏√2 )(𝑎−𝑏√2 )
  >   1 =>  

1

𝑎−𝑏√2 
 >   1  => 
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𝑎 − 𝑏√2  > 0   និរ  𝑎 − 𝑏√2  < 1   <=>     0  <  𝑎 − 𝑏√𝟐  <   1   (𝑅1) 
 ដដា   𝑎 ∈ 𝑍   និរ 𝑏 ∈ 𝑍    ត លជាចនួំនគត់    ដន្ទេះ នំ្ទក់ នំរ  
0  <  𝑎 − 𝑏√2  <   1   តង្មូវឲ្យ 𝑎 >   0   និរ   𝑏 > 0  ពីដង្ េះថា  
ដបើ  𝑎  >   0 ដ ើ  𝑏 <   0  ដន្ទេះ  −𝑏√2  >   0 =>   −𝑏√2   > 1  ូដចនេះ   (𝑅1) ខុស  
ដបើ  𝑎 <   0 ដ ើ  𝑏 <   0    =>  𝑎 + 𝑏√2  <  0  ត លខុសពី សមមតិកមម    𝑎 + 𝑏√2  > 1   
ដបើ  𝑎 <   0 ដ ើ  𝑏 >    0    =>  𝑎 − 𝑏√2  < 0   ត លខុសពី (𝑅1)  ។ 
  ង្ហា ញថា ធ្លតុនន 𝐸 ត លតូចជារដគបផុំត ដ ើ   > 1   គឺចនួំន   3 + 2√2  
តា្រ  𝑥 =  𝑎 + 𝑏√2   ដ ើ      1 < 𝑥 ≤  3 + 2√2     (𝑅2) 
ដដា  (𝑅2)  ដ ើរបាន   1 <   𝑎 + 𝑏√2  ≤   3 + 2√2 

ដដា  ល ធផល ពីមុន 1 <  𝑎 + 𝑏√2   =>  𝑎 >   0 , 𝑏 > 0   ូដចនេះ  𝑎 ∈ 𝑁 , 𝑏 ∈ 𝑁   
𝑎 + 𝑏√2  ≤   3 + 2√2  =>                0 < 𝑎 ≤ 3   និរ  0 < 𝑏 ≤ 2    (𝑅3) 
មយ រដ ៀត ដដា  𝑥 ∈ 𝐸   ូដចនេះ   𝑎2 −  2𝑏2 = 1  =>     2𝑏2 = 𝑎2 –  1  (𝑅4) ។ 
ដ ើររកចនួំន 𝑎 , 𝑏 ត លបដំពញ ល័កខខណ័ឌ   (𝑅3)និរ (𝑅4)  ដដា ឲ្យ  𝑏 នូវចនួំន ៖ 
ដបើ 𝑏 = 1 ដដា   (𝑅4)     2𝑏2 = 𝑎2 –  1 => 2 = 𝑎2 –  1  => 𝑎2 = 3  ខុសពីដង្ េះ 𝑎 ∈ 𝑁 

ដបើ 𝑏 = 2 ដដា   (𝑅4)     2𝑏2 = 𝑎2 –  1 => 2× 4 = 𝑎2 –  1  => 𝑎2 = 9  => 𝑎 = 3   
 ូដចនេះ   𝑎 = 3  និរ   𝑏 = 2  បដំពញ ល័កខខណ័ឌ  (𝑅3) និរ (𝑅4) ។  រូមដសចកតីដៅ  ធ្លតុតន 𝐸 
ត ល  ្ ំជារ 1  ដ ើ  តួច ជារ  3 + 2√2   មិនមានដ  ។  ូដចនេះ  មានតតធ្លតុ 3 + 2√2 
ដនេះដ ើ ត លតូចជារដគ ។ 
4/    𝑥  ជាធ្លតុណាមួ នន  𝐸   បង្ហា ញថា ដគមាន ចនួំនគត់ 𝑛  ត លឲ្យ ៖ 
                        (3 + 2√2 )𝑛  ≤   𝑥 <  (3 + 2√2  ) 𝑛+1   ។ 
ដ ើរ ឹរថា  3 + 2√2   > 1   ដ ើ  3 + 2√2   ជាធ្លតុមួ នន 𝐸 ។ ដដា  𝐸   ជាង្គុប 
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 ូដចនេះ ផលគុណ នន ពីរធ្លតុ នន 𝐸  គឺជាធ្លតុនន 𝐸 ។  ូដចនេះ   (3 + 2√2 )𝑛 ជាធ្លតុនន  𝐸 ។ 
ដដា   3 + 2√2   > 1    ូដចនេះចនួំន  (3 + 2√2 )𝑛 ដកើន កាលណា  𝑛 ដកើន  ដ ើ ដបើ 
ដគឲ្យចនួំន 𝑥 មួ  ដៅកនុរ 𝐸    ដ ើ ដបើ (3 + 2√2 )𝑛 ដៅតតតូចជារ 𝑥 ដន្ទេះដគគុណ វា 
នឹរ (3 + 2√2)  ដ ើ ដគបាន (3 + 2√2 )

𝑛+1
     >  (3 + 2√2 )

𝑛
    ។  ដដា ដចេះតតដ្វើ 

រដបៀបដនេះដៅ  ដៅ ីបផុំត ដគបាន ចនួំន  𝑛  មួ  ត លបដំពញ  ៖   
 (3 + 2√2 )𝑛  ≤   𝑥 <  (3 + 2√2  ) 𝑛+1។  គឺចនួំន 𝑛  ដនេះដ ើ ត លដ ើររក ។ 
តតដៅដពលដន្ទេះ ចនួំន 𝑥   មិនង្តឹមតត  (3 + 2√2 )𝑛  ≤   𝑥   តត 𝑥  ង្តូវតតដសមើនឹរ 
(3 + 2√2 )𝑛  តតមតរ ។ គឺថា   𝑥 =  (3 + 2√2 )𝑛 ។  ពីដង្ េះ វី ?  ពីដង្ េះ ៖ 
(3 + 2√2 )𝑛  ≤   𝑥 <  (3 + 2√2  ) 𝑛+1    =>   ដដា គុណ តួនីមួ ៗ នឹរ (3 + 2√2 )

−𝑛  
ដគបាន៖     1  ≤   𝑥 (3 + 2√2 )

−𝑛  <  (3 + 2√2)   ត លបង្ហា ញថា   𝑥 (3 + 2√2 )
−𝑛 

ជាចនួំនមួ នន 𝐸 ត ល ្ ំឬ ដសមើនឹរ 1  ដ ើ តូចជារ (3 + 2√2)   ដ ើ តា្ម 
ល ធផល ពីខារដលើមក ចនួំនតបបដនេះ មិនមានដឡើ  ពីដង្ េះ  មានតត  (3 + 2√2) 
ត លតូចជារដគ ។ តតដបើដ ើរ ក  𝑥 =  (3 + 2√2 )

𝑛  ដន្ទេះ (3 + 2√2 )
−𝑛 ជាចរំាស 

នន 𝑥  ដ ើ   𝑥 (3 + 2√2 )
−𝑛  = 1  ក៏ង្សបនឹរល ធផលត លដ ើបានពីមុនមកត រ ។ 

 ូដចនេះ  ∀𝑥 ∈ 𝐸  ,   ∃ 𝑛 ∈ 𝑁   ត លឲ្យ  𝑥 =  ( 3 + 2√2 )𝑛 ។  ូដចនេះដ ើរអាចទញថា  𝐸 សំ
នំុននចនួំន  ( 3 + 2√2 )𝑛 ដដា  𝑛 ∈ 𝑍 ។ 𝑛 ∈ 𝑍  ពីដង្ េះ  ចរំាសនន ( 3 + 2√2 )𝑛 គឺ 

( 3 + 2√2 )−𝑛  ៕ 
================================================================ 
V-6.   ដគថា តផនក 𝐼 មួ នន ករ ង្តលប់ 𝐴 (𝑢𝑛𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝐼 𝑑’𝑢𝑛 𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑓 𝐴) 
ផសបំានជា   ីុដ អាល (𝑖𝑑é𝑎𝑙) នន 𝐴   ដបើ ៖ 
       1°/  𝐼 ជា ង្គុបររ  នន ង្គុប បូក  ផសដំដា  𝐴   (ដមើលលគំត់ V-2. )  
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      2°/   នំ្ទក់ នំរ  𝑥 ∈ 𝐼  និរ 𝑦 ∈ 𝐴 =>   𝑥𝑦 ∈ 𝐼   ។ 
𝑎)  បង្ហា ញថា ព ុគុណទរំឡា   ( 𝑙𝑒𝑠 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒 𝑑′𝑢𝑛 𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟 𝑝 𝑑𝑜𝑛𝑛é)ននចនួំនគត់ 𝑝 
ត លដគឲ្យ  ផសបំានជា  ីុដ អាល ននករ 𝑍 ។ 
𝑏)  ង្ាសមកវញិ    បង្ហា ញថា  ីុដ អាល ណាក៏ដដា នន 𝑍  គឺផសដំដា  ព ុគុណ 
ទរំឡា  ននចនួំនគត់ណាមួ  ។  [  ដបើ 1 ∈ 𝐼  ដគបាន 𝐼 = 𝑍 ;    ដបើ  1 មិនដៅកនុរ 𝐼  
ដ ើ  ដបើ  𝑝  ជាចនួំនវជិាមាន តូចជារដគបផុំតនន 𝐼  ដន្ទេះដគបង្ហា ញថា 𝐼  ជាសនំុំនន ព ុ
គុណ 23 នន 𝑝 ( 𝐼  𝑒𝑠𝑡 𝑙′𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑝) ។ 
ចដមាើ  
𝑎)  ដ ើរតា្រដដា   B  សនំុំ ននព ុគុណ នន 𝑝 

𝐵 = { 𝑥    /   𝑥 = 𝑘𝑝 ,  k ∈   𝑍 } ។  ដ ើរចរ់ បង្ហា ញថា 𝐵  ជា ីុដ អាលនន ករ Z 

 ូដចនេះ តា្មនិ មន័  នន  ីុដ អាល ដ ើរង្តូវបង្ហា ញថា 𝐵 ជាង្គុបររ ចដំ េះ ដលខបូក 
នន 𝑍  (ដដា    𝑍   ជាករ  ូដចនេះ 𝑍 ជាង្គុបចដំ េះដលខ បូក) ។ 

𝑎 − 1 /        B   ជាង្គុបររ ៖ 

𝑦 ∈ 𝐵  ង្តូវបង្ហា ញ ថា  𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐵 

 

𝑥 ∈ 𝐵     =>   ∃ 𝑘 ∈ 𝑍     ត លឲ្យ  𝑥 = 𝑘𝑝  

𝑦 ∈ 𝐵     =>   ∃ ℎ ∈ 𝑍  ត លឲ្យ  𝑦 = ℎ𝑝
] =>  𝑥 +  𝑦 = (𝑘 + ℎ)𝑝 ។ ដដា  𝑘 ∈ 𝑍 ,   

                                                                                         ℎ ∈ 𝑍    ូដចនេះ 𝑘 + ℎ ∈ 𝑍   =>  𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐵 ។ 
2/   ដបើ   𝑥 ∈ 𝐵     ង្តូវបង្ហា ញថា − 𝑥 ∈ 𝐵 

 

23   សនុំំនន ព ុគុណ នន 𝑝 ដៅកនុរ 𝑍  គឺ   { 𝑥   /   𝑥 = 𝑘𝑝  ដដា   𝑘 ∈  𝑍 }។  ឧបមា ូចជា  
𝑝 = 4  ព ុគុណនន 𝑝  គឺ ៖  4, 8, 12, 16,… . . , −4,−8,−12,…….។  ដបើដៅកនុរ N ព ុគុណត ល
តូចជារដគ នន 𝑝  គឺ  𝑝  តតមតរ ។ 
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𝑥 ∈ 𝐵     =>  ∃ 𝑘 ∈ 𝑍     ត លឲ្យ  𝑥 = 𝑘𝑝  =>  −𝑥 =  −𝑘𝑝 ។ ដដា   𝑘 ∈ 𝑍    ូដចនេះ  
−𝑘 ∈ 𝑍  ពីដង្ េះ 𝑍  ជាង្គុបចដំ េះដលខ បូក។   រួមដសចកតីដៅ  𝐵  ជាង្គុបររនន 𝑍 ។ 

𝑎 − 2 /        ដបើ 𝑥 ∈ 𝐵  ដ ើ   𝑦 ∈ 𝑍  ង្តូវបង្ហា ញថា 𝑥𝑦 ∈ 𝐵 

𝑥 ∈ 𝐵  =>   ∃ 𝑘 ∈ 𝑍     ត លឲ្យ  𝑥 = 𝑘𝑝   =>  𝑥𝑦 = 𝑘𝑝𝑦  = 𝑘𝑦𝑝 (ពីដង្ េះ 𝑍  ជាករង្តលប់) 
 ូដចនេះ 𝑥𝑦 = (𝑘𝑦)𝑝 =  𝑙𝑝  ដដា  𝑙 = 𝑘𝑦 ដ ើ   𝑙 ∈ 𝑍  ពីដង្ េះ 𝑘 ∈ 𝑍 និរ 𝑦 ∈ 𝑍 ដ ើ  Z 

ជាករ ។   ូដចនេះ ដដា  𝑎 − 1 /  និរ  𝑎 − 2 /       ដន្ទេះ 𝐵 ជា  ីុដ អាលនន Z  ។ 

𝑏)  ង្ាសមកវញិ    បង្ហា ញថា  ីុដ អាល ណាក៏ដដា នន 𝑍  គឺផសដំដា  ព ុគុណ 
ទរំឡា  ននចនួំនគត់ណាមួ  ។ 
ដ ើរ តា្រដដា   𝐵   ីុដ អាល មួ នន 𝑍 ។   ូដចនេះ 𝐵 ជាង្គុបររ នន 𝑍   ដ ើ ដបើ 
𝑥 ∈ 𝐵 និរ  𝑦 ∈ 𝑍   ដន្ទេះ  𝑥𝑦 ∈ 𝐵 ។  ដដា  𝐵 ជា ង្គុបររ (ចដំ េះដលខបូក)នន 𝑍  ូដចនេះ 𝐵 
  ក៏ជា សនំុំររ នន 𝑍 ត រ ។ ដបើ  1 ∈ 𝐵 ដន្ទេះ 𝐵 = 𝑍  ពីដង្ េះ ចនួំនណាក៏ដដា នន 𝑍 
  ក៏ជាព ុគុណនន 1  ត រ ។ ដ ើ ដដា  ធ្លតុទរំ ស់នន 𝑍  មានលដំាប់   ូដចនេះ 
 ដៅកនុរ 𝐵  ដគអាចរកចនួំន 𝒑 វជិាមាន  ្ជំារ 1 ដ ើ តូចជារដគបាន ។  
ដ ើរអាចបង្ហា ញថា  ង្គប់ធ្លតុនន 𝐵  មានរារជា 𝑛𝑝 គឺថា ធ្លតុនន 𝐵  ទរំ ស់ សុ ធ តតជា 
 ព ុគុណនន 𝑝 ។ ពីដង្ េះថា ដបើមានធ្លតុ 𝑏 ∈   𝐵 ត លមិនតមនជា ព ុគុណនន 𝑝   
ដន្ទេះដបើដ ើរតចក |𝑏|  ដដា  𝑝 ដ ើរបាន  |𝑏| = 𝑝𝑞 + 𝑟  ដដា   0 < 𝑟 < 𝑝    
 ូដចនេះ ដៅកនុរ ង្គុបររ 𝐵  មានចនួំន 𝑟 > 0 24ត លតូចជារ 𝑝 ។ ត លខុសពី សមមតិកមម  
ដលើចនួំន 𝑝 ។  ចដំ េះ |𝑏| មិនជាចដំណា ដ   ពីដង្ េះ ដៅកនុរង្គុប ដបើ  𝑏 ∈ 𝐵   
ដន្ទេះ −𝑏 ∈ 𝐵  ត រ      ដ ើ ដ ើរចរ់បាន ចនួំន 𝑏 វជិាមាន  ដ ើមបនឹីរដ្វើដលខតចក ៕ 

 

24   𝑟 ∈ 𝐵  ពីដង្ េះ  𝑟 =  |𝑏| – 𝑝𝑞  ដ ើ   𝑏 ∈ 𝐵, 𝑝 ∈ 𝐵  => 𝑝𝑞 = ( 𝑝 + 𝑝 + ⋯+ 𝑝) ∈ 𝐵  ។ ឬមួ  
𝑝 ∈ 𝐵  ដ ើ  𝑞 ∈ 𝑍   ូដចនេះ 𝑝𝑞 ∈ 𝐵 ពីដង្ េះ 𝐵 ជា  ីុដ អាល ។ 
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V-7.   ដគតា្រ  𝑍𝑝  ជា ករននថាន ក់ ម ូឌុ ឡូ [p]25 ។ បង្ហា ញថា ដៅកនុរ 𝑍𝑝   នុគមន៍ព ុ
ធ្ល 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)…… . . (𝑥 − 𝑝 + 1)  ជា  នុគមន៍សូនយ ។ 
ចដមាើ  
ដបើដ ើរតា្រដដា  𝑓  នុគមន៍ ព ុធ្លដន្ទេះ ដ ើរ  បានជា ៖ 
𝑓(𝑥) =    𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)…… . . (𝑥 − 𝑝 + 1)   ដដា  𝑥 ∈  𝑍𝑝 ដ ើ   𝑝 ជាចនួំន មិនតង្ប
ង្បួល ដៅកនុរ 𝑍 ។ 𝑓(𝑥) = 0 <=>  𝑓(𝑥) ≡ 0  [𝑝]  ។ 
បានន័ ថា ∀𝑥 ∈ 𝑍 ,  𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)…… . . (𝑥 − 𝑝 + 1)  ≡ 0  [𝑝]  គឺថា  
  𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)…… . . (𝑥 − 𝑝 + 1) = 𝑘𝑝 (គឺតចកនឹរ 𝑝 ដាច់  ) ។  ដ ើរសដរកតដ ើញថា 
កនុរ កដនាម  𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)…… . . (𝑥 − 𝑝 + 1)  ចនួំនឯកធ្ល ទរំ ស់ មាន   𝑝  ។ 
ពីដង្ េះ 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)…… . . (𝑥 − 𝑝 + 1) = (𝑥 − 0)(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) … . . (𝑥 − (𝑝 − 1)) ។ 
ចដំ េះ 𝑥 ណាមួ នន 𝑍 ដ ើរ តចក 𝑥 ដដា     𝑝  ដន្ទេះដ ើរបានសណំល់ 𝑟   ដដា  
0  ≤ 𝑟 <   𝑝   គឺ ថា  𝑟   អាច ក  𝑝 ចនួំន  ដ ើ ដ ើរបាន៖ 
𝑥 = 𝑝𝑞 + 𝑟  ,         0 ≤ 𝑟 < 𝑝     =>  
𝑥 − 𝑟 = 𝑝𝑞  =>   𝑥 − 𝑟 ≡ 0     [𝑝]   ដ ើ ដដា  0 ≤ 𝑟 < 𝑝     ដន្ទេះ  𝑥 − 𝑟    ង្តូវដសមើ 
នឹរ ឯកធ្លណាមួ   កនុរចដំណាម 𝑝  ឯកធ្លននកដនាម ៖ 
𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)… (𝑥 − 𝑟)… .… . . (𝑥 − 𝑝 + 1) ។ ដដា   (𝑥 –  𝑟) តចកនឹរ 𝑝  ដាច់    ូដចនេះ 
𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)… (𝑥 − 𝑟)… .… . . (𝑥 − 𝑝 + 1) ក៏តចកនិរ 𝑝 ដាច់ត រ ។ ដ ើ  ល់ដ្វើ 
កុរង្គុ  រ់ ម ូឌុ ឡូ 𝑝  ដ ើរបាន  𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)… (𝑥 − 𝑟)… .… . . (𝑥 − 𝑝 + 1) ≡
0 [p]    =>    𝑓(𝑥) ≡   0  [𝑝] ។    ូដចនេះ   𝑓   ជា នុគមន៍សូនយ កនុរ  𝑍𝑝  ៕ 

 

25  គឺថាដៅកនុរ ករ  𝑍   ដបើ 𝑎 ∈ 𝑍,   𝑏 ∈ 𝑍  ដន្ទេះ ដគថា 𝑎 ≡ 𝑏  [𝑝]  ដបើ  𝑎 − 𝑏  តចកនឹរ 𝑝  ដាច់ ។ 
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V-8.   ដៅកនុរ ករ  𝑍6  ននថាន ក់ កុរង្គុ  រ់ ម ូឌុ ឡូ 6  ដគតា្រដដា  𝐶𝑎  ថាន ក់ 
ត លមាន ធ្លតុ 𝑎  ដៅកនុរដន្ទេះ ( 𝑎 = 0, 1, 2, 3, 4, 5 ) ។ 
𝑎) ដ្វើ តា្រារ  ដលខ បូក និរដលខគុណ  កនុរ   𝑍6 

𝑏)    កណំត់ តួតចកននសូនយ 
𝑐)    កណំត់ ឬសទរំ ស់នន សមីការ  𝑥2 - 1 = 0 ។ 
ចដមាើ  

𝑎)  

+ 0 1 2 3 4 5  × 0 1 2 3 4 5 

0 0 1 2 3 4 5  0 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 3 4 5 0  1 0 1 2 3 4 5 

2 2 3 4 5 0 1  2 0 2 4 0 2 4 

3 3 4 5 0 1 2  3 0 3 0 3 0 3 

4 4 5 0 1 2 3  4 0 4 2 0 4 2 

5 5 0 1 2 3 4  5 0 5 4 3 4 1 

 

𝑏)  ដគដៅថា  តួតចកននសូនយ (diviseur de zéro)  គឺ ធ្លតុ 𝑎   ត លផសជំាមួ នឹរធ្លតុ 𝑏 ≠

0  បដំពញ   𝑎𝑏 = 0 ឬ  𝑏𝑎 = 0   ។   
តា្មនិ មន័ ដនេះ  ដដា  តា្រារ ដលខគុណ ដ ើរដ ើញ  3 × 4 = 0  ;   2 × 3 = 0 

 ូដចនេះ  តួតចកននសូនយ ទរំ ស់មាន ៖   2  3   និរ 4 ។ 

𝑐)  ឬស នន សមីការ  𝑥2 - 1 = 0  

𝑥2 - 1 = 0   =>  𝑥2  = 1  ។  ដដា ដមើលបន្ទា ត់ បដញ្ឆ ៀរ (𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒) ននតា្រារ ដលខ
គុណ ដ ើរដ ើញថា ង្កឡាបន្ទា ត់ ត លមានចនួំន 1  គឺ  ៖ 

1  × 1   ដ ើ និរ  5 × 5 ។  ូដចនេះ  𝑥2  = 1    កាលណា  𝑥 = 1   ឬ   𝑥 = 5  ៕ 

 

 

==========     ចប់ លហំាត់ តត ប ៉ុណ ណ្ េះ  ============= 
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មាតកិារ................................................................   ព័ំរ (កនុរ តែប )                                                                                                                                                                                                                                               
                                                                                                                     
(§) ជំពូក-V  (Chapitre-V) 

ការពង្រីកតា្មពីជគណិតជាបនតបន្ទា ប់ 
នូវសញ្ញា ណ នន ចនួំន 

EXTENSIONS ALGEBRIQUES 

SUCCESSIVES DE LA NOTION DE 

NOMBRE.      

 

 

១. លនំ្ទដំ ើម 1 

២ 2.លចំដំណា ននការពង្រីក (𝑷𝒓𝒐𝒃𝒍è𝒎𝒆𝒔 𝒅′𝒆𝒙𝒕𝒆𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏). 
3 

វ ិ្ ីគណន្ទង្ាស  ការពង្រីកពីជគណិតននសនំុំ D  (សនំុំដចញ ដំណើ រ)    
កនាេះង្គុប (𝑑𝑒𝑚𝑖 𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝𝑒)   ធ្លតុឆាុេះ  កនាេះង្គុបអាដបលីដ ៀរ 

៣ 3. វ ិ្ ី  ឆាុេះ (𝑷𝒓𝒐𝒄é𝒅é 𝒅𝒆 𝒔𝒚𝒎é𝒕𝒓𝒊𝒔𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏). 
6 

ធ្លតុដសមើង្ជុរ (é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑟é𝑔𝑢𝑙𝑖𝑒𝑟)  រុឡឺាសយុរសមមូល ( 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑑’é𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎 −  
𝑙𝑒𝑛𝑐𝑒) ដលើ  ∆ = 𝐷 × 𝐷′      សនំុំដជើរលពវ (𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡)  
ថាន ក់សមមូល ((𝑎, 𝑏)) ចាប់កនុរ (𝑙𝑜𝑖 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑒). 
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៤ 4. ការពង្រីកមុនដគ នូវ ចនួំនគត់្មមជាតិ (𝑳𝒆𝒔 𝒑𝒓𝒆𝒎𝒊è𝒓𝒆𝒔 
𝒆𝒙𝒕𝒆𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏𝒔 𝒅𝒆 𝒍′𝒆𝒏𝒔𝒆𝒎𝒃𝒍𝒆 𝒅𝒆𝒔 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒆𝒓𝒔 𝒏𝒂𝒕𝒖𝒓𝒆𝒍𝒔)  

14 

សនំុំង្បភាគ (𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠) ចនួំនង្បភាគ (𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒) 
ង្បភាគ 𝑎

𝑏
  (𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑎

𝑏
)  ចនួំនសនិទន (𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑙 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑓) 

៥ 5. សញ្ញា ណ ននចនួំនរុឡឺា ីបដៅថាន ក់ ី ៧ 
(𝑳𝒂 𝒏𝒐𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒅𝒆 𝒏𝒐𝒎𝒃𝒓𝒆 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒇 𝒆𝒏 𝒄𝒍𝒂𝒔𝒔𝒆 𝒅𝒆 𝒒𝒖𝒂𝒕𝒓𝒊è𝒎𝒆 

17 

លកខណបតំបក ដលខគុណ ដ្ៀបនឹរដលខបូក 
(𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡é 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡 à 𝑙’𝑎𝑑𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛)  ចនួំន អាប់សូ
លុ នន𝑥  |𝑥|   ចនួំនរុឡឺា ីប (𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑓) 

៦ 6. ការស្គរសរ់ដដា សវ័ ស័តយនូវសនុំំ 𝒁 ននចនួំនគត់  
រុឡឺា ីប (𝑪𝒐𝒏𝒔𝒕𝒓𝒖𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒂𝒙𝒊𝒐𝒎𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆 𝒅𝒆 𝒍′𝒆𝒏𝒔𝒆𝒎𝒃𝒍𝒆𝒁 
 𝒅𝒆𝒔 𝒆𝒏𝒕𝒊𝒆𝒓𝒔 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒇𝒔).  

20 

សនំុំ  𝑁 × 𝑁  ននគូននចនួំនគត់ (𝑎, 𝑏)   ពង្រីកវ ិ្ ីគុណ 
(𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 à 𝑍 𝑑𝑒 𝑙’𝑜𝑝é𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛) 

៧ 7. ការស្គរសរ់ដដា សវ័ ស័តយនូវសនុំំ 𝑸 ននចនួំន 
សនិទន (𝑪𝒐𝒏𝒔𝒕𝒓𝒖𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒂𝒙𝒊𝒐𝒎𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆 𝒅𝒆 𝒍′𝒆𝒏𝒔𝒆𝒎𝒃𝒍𝒆 𝑸 
𝒅𝒆𝒔 𝒏𝒐𝒎𝒃𝒓𝒆𝒔 𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏𝒏𝒆𝒍𝒔)    

23 

កនុរ Q  ពង្រីក ដលខបូក  ឲ្យបានជាដលខ គុណ 
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៨ 8. ករ(𝑨𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖𝒙)និរ  រគ(𝒄𝒐𝒓𝒑𝒔) -ឧទ រណ៍ដផសរដ ៀត 
៖ កុរង្គ ុ រ់ម ូឌុ ឡូ 𝒑 (𝑨𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖𝒙 𝒆𝒕 𝒄𝒐𝒓𝒑𝒔 ;  𝒂𝒖𝒕𝒓𝒆  
𝒆𝒙𝒆𝒎𝒑𝒍𝒆 : 𝒍𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒈𝒓𝒖𝒆𝒏𝒄𝒆𝒔 𝒎𝒐𝒅𝒖𝒍𝒐 𝒑.  

27 

ករ  (𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢) និ មន័    ព ុធ្ល   កុរង្គុ  រ់ម ូឌុ ឡូ 
𝑝  (𝑐𝑜𝑛𝑔𝑟𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑝)  សនំុំដជើរលពវ (𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑜𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡)  តួតចកននសូនយ 
(𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑧é𝑟𝑜)  
 

 
 
៩ 
 

ដននក្ ទី ២ 
រសឹកាតរ  ចំនួនកំុ្នលិច          

9. រសឹកាដរ (𝑹𝒂𝒄𝒊𝒏𝒆 𝒄𝒂𝒓𝒓é𝒆)  និ មន័  ជាសវ័ ស័តយ 
(𝒅é𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒂𝒙𝒊𝒐𝒎𝒂𝒕𝒊𝒒𝒖𝒆). 

33 

 

 

 

 

33 

 

 

 

ង្បភាគ បងំ្បួញមិនបាន (𝑓𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑟𝑟é𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒)  ចដំណា ននការពង្រីកតា្ម
ពីជគណិត    តពមុតា្សយុរររវរ់មូល (𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑖𝑟𝑒)    រគ 𝐴𝑘 (𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠 
𝐴𝑘 )        ធ្លតុង្បឌិត ω (é𝑙é𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑓𝑖𝑐𝑡𝑖𝑓 𝜔) 

១០ 
 

10. ករណីពិដសស ៖  តែន័  ននចនួំន កផំាិច 
(𝑪𝒂𝒔 𝒑𝒂𝒓𝒕𝒊𝒄𝒖𝒍𝒊𝒆𝒓: 𝒅é𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒊𝒐𝒏  𝒅𝒆𝒔 𝒏𝒐𝒎𝒃𝒓𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒍𝒆𝒙𝒆) 

 

41 

 

 

 

កាដរឥតដខាច េះ (𝑐𝑎𝑟𝑟é 𝑝𝑎𝑟𝑓𝑎𝑖𝑡)    កសរ 𝑖 ជា កសរ ីមួ នន កយ  𝑖𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑖𝑟𝑒  
ការបកង្ស្គ តា្ម្រណីមាង្ត នូវចនួំនកផំាិច  𝑎 + 𝑖𝑏 
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១១ 11. ករ ននព ុធ្ល - ការពង្រីក តា្មពីជគណិត ដ ើ និរ
ការគិតមិន ល់ ( 𝑳′𝒂𝒏𝒏𝒆𝒂𝒖 𝒅𝒆𝒔 𝒑𝒐𝒍𝒚𝒏ô𝒎𝒆𝒔.  𝑬𝒙𝒕𝒆𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏𝒔 
𝒂𝒍𝒈è𝒃𝒓𝒊𝒒𝒖𝒆𝒔 𝒆𝒕 𝒕𝒓𝒂𝒏𝒔𝒄𝒆𝒏𝒅𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔).  

45 

 នុគមន៍ព ុធ្ល (𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑜𝑙𝑦𝑛ô𝑚𝑒)  ករសុចរតិ (𝑎𝑛𝑛𝑒𝑎𝑢 𝑑’𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑖𝑡é)  
ដមគុណ (𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡)  កតា្ត  (𝑓𝑎𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟)     𝑛 កតា្ត គុណ (𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑑𝑒 𝑛 𝑓𝑎𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠) 

១២ លហំាត់ មានចណ្លើយ 53 

 V-1 54 

 V-2 57 

 V-3 59 

 V-4 61 

 V-5 67 

 V-6 70 

 V-7 73 

 V-8 74 
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